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Resumen

La industria de los pol��meros tiene gran importancia econ�omica a nivel mundial� La pro�
ducci�on en ���� fue de � millones de toneladas ���� Una parte importante del proceso
de producci�on de pol��meros son los reactores de polimerizaci�on� En estos equipos se lleva
a cabo la combinaci�on de compuestos elementales �mon�omeros�	 con la ayuda de iniciado�
res	 para formar compuestos con grandes cadenas de bloques elementales �pol��meros�� Las
propiedades �nales de este tipo de productos depende de una gran cantidad de factores�
Desde el punto de vista de Ingenier��a de Procesos tiene gran relevancia la elecci�on del tipo
de reactor �dise�no�	 as�� como de las condiciones de procesamiento �operaci�on��

En muchos casos	 la presencia de no linealidades en el proceso ocasiona que las
propiedades deseadas en el producto �nal sean dif��ciles de obtener� Un ejemplo es la
Industria de los Pol��meros	 ya que en general estos sistemas presentan conducta alta�
mente no lineal �p�e�� hist�eresis	 bifurcaci�on	 caos	 etc��� Es importante determinar la
existencia de este tipo de comportamientos no lineales para lograr un adecuado dise�no y
control a lazo cerrado del sistema� Esto motiva la necesidad de comprender el efecto de
estas no linealidades	 para determinar las acciones que se deben tomar	 tanto en el dise�no
como en la operaci�on de los equipos bajo consideraci�on� Dichas acciones pueden tener
como objetivo disminuir o remover las no linealidades	 o aprovecharlas para satisfacer los
requisitos de operaci�on�

Actualmente no est�a bien entendida la forma como la presencia de las no linealidades
afecta el dise�no y la operaci�on de equipos de procesamiento qu��mico	 en particular los de
polimerizaci�on� Se han realizado una gran cantidad de trabajos tratando de descubrir la
presencia de algunos tipos de no linealidades	 sobre todo en reactores tanque agitado� Sin
embargo	 existen pocos trabajos donde se analiza la forma en la que las no linealidades
afectan el dise�no y operaci�on de reactores de polimerizaci�on�

En este proyecto nos propusimoss investigar el impacto de la conducta no lineal de
una clase particular de reactores de polimerizaci�on sobre el dise�no y operaci�on de los
mismos	 para posteriormente proponer un esquema de control robusto a lazo cerrado
del sistema� El problema en estudio consiste de un reactor tanque agitado en el que
se lleva a cabo la polimerizaci�on en soluci�on del metilmetacrilato v��a radicales libres	
empleando azo�bis�isobutironitrilo como iniciador y tolueno como solvente� La reacci�on
es exot�ermica y se emplea un medio de enfriamiento para remover el calor liberado� Los
tipos de comportamientos no lineales que se buscar�an ser�an multiplicidades de entrada	
de salida e islas� Nuestro prop�osito es evaluar la manera como la presencia de estas no
linealidades afecta la operaci�on del reactor	 y posteriormente determinar c�omo manipular
estas no linealidades para lograr ciertos objetivos de operaci�on deseados� Con base en los
resultados obtenidos en esta fase	 propondremos un esquema de control robusto a lazo
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Resumen x

cerrado para el sistema�

Objetivos

� Objetivo General

Los objetivos centrales de este trabajo fueron analizar la conducta no lineal del
modelo matem�atico de un reactor tanque agitado en el cual se lleva a cabo la
polimerizaci�on de metilmetacrilato	 y dise�nar un controlador robusto adecuado para
el sistema�

� Objetivos Particulares

� Aplicar la teor��a de singularidad para determinar anal��ticamente la existencia
de multiplicidades de entrada	 de salida e islas en estado estacionario y el
m�aximo n�umero de estados estacionarios posibles	 en una regi�on cercana al
punto de operaci�on econ�omicamente �optimo�

� Realizar an�alisis de bifurcaci�on para determinar el efecto de cambios en los
par�ametros de operaci�on y de dise�no sobre la operabilidad del sistema�

� Dise�nar un sistema de control robusto a lazo cerrado para el reactor de polimeri�
zaci�on�

El contenido de este trabajo es el siguiente� En el primer cap��tulo se presentan los
antecedentes y revisi�on bibliogr�a�ca� En el segundo cap��tulo se presenta el marco te�orico
necesario para el desarrollo del proyecto y en el tercero se describe el sistema en estudio�
En el cuarto cap��tulo se muestran los resultados del an�alisis de multiplicidad y bifurcaci�on
y en el quinto el efecto de cambios en el dise�no y operaci�on del sistema� En el sexto cap��tulo
se muestra el dise�no del controlador del proceso y en el �ultimo cap��tulo se presentan las
conclusiones y posible trabajo futuro�

Difusi�on

Los resultados del presente trabajo se han difundido en diferentes medios�
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Antecedentes

Para dise�nar el controlador adecuado de un proceso y entender potenciales problemas de
operabilidad	 es conveniente primero comprender a fondo la conducta no lineal del sistema
bajo estudio� En el presente cap��tulo se discuten los estudios m�as recientes acerca de la
conducta no lineal de sistemas qu��micos y el control de reactores de polimerizaci�on�

��� An�alisis de Conducta no Lineal

En las �ultimas tres d�ecadas se han efectuado varios trabajos sobre el comportamiento no
lineal de sistemas de reacci�on� En �esta secci�on se discuten los avances que se consideran
m�as relevantes en esta �area para los prop�ositos del presente trabajo�

����� Reactores Qu��micos Tanque Agitado

Con el prop�osito de comprender el comportamiento de reactores qu��micos tanque agitado	
se han realizado diversos estudios analizando la conducta no lineal de dichos equipos�
Van Heerden	 ���� �
�� estudi�o los problemas de multiplicidad de estados estacionarios
e inestabilidades en reactores qu��micos para la reacci�on de primer orden exot�ermica e
irreversible �A � B�� Posteriormente	 empleando la teor��a de bifurcaci�on para estudiar
multiplicidad y estabilidad	 Uppal y colaboradores	 ���
 �
�� estudiaron la din�amica de
un reactor qu��mico tanque agitado en el que se lleva a cabo una reacci�on exot�ermica irre�
versible de primer orden� Usando como variable independiente el n�umero de Damk�ohler	
clasi�caron los diferentes tipos de comportamientos din�amicos posibles en el sistema	 en
funci�on del resto de los par�ametros� Desarrollaron criterios anal��ticos para predecir la
existencia y estabilidad de ciclos l��mite� Los autores fueron los primeros en utilizar la
llamada teor��a de bifurcaci�on de Hopf para la detecci�on de soluciones peri�odicas� Aris	
���� ��� estudi�o el comportamiento de los estados estacionarios de un reactor tanque agi�
tado en el que se lleva a cabo una reacci�on exot�ermica e irreversible de primer orden�
El autor encontr�o diversos fen�omenos de bifurcaci�on �hist�eresis	 ciclos l��mite� y enfatiz�o
la abundancia de comportamientos complejos aun en el sistema de reacci�on m�as simple�
A partir de estos trabajos se produjo una r�apida expansi�on de este tipo de estudios en
los �s y �s	 los cuales se enfocaron a estudiar principalmente	 pero no �unicamente	 el
sistema de un reactor qu��mico tanque agitado con cin�eticas m�as complicadas�

�
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Balakotaiah y Luss	 ���� �
� aplicaron la teor��a de singularidad en sistemas en los que
ocurren varias reacciones simult�aneamente� Por ejemplo	 demuestran que para un sistema
de N reacciones paralelas	 exot�ermicas e independientes	 con energ��as de activaci�on altas
e iguales	 que ocurren en un reactor tanque agitado	 existen �N � � soluciones en estado
estacionario� Posteriormente Balakotaiah y Luss	 ���
 ���	 emplearon la teor��a de singu�
laridad para dividir el espacio global de par�ametros en regiones con diferentes diagramas
de bifurcaci�on� El prop�osito de este trabajo fue obtener los diagramas de multiplicidad
global del sistema�

Guckenheimer	 ���� ����	 en un an�alisis semejante al realizado por Balakotaiah y
Luss �
	 �� present�o una estrategia matem�atica	 que emplea la teor��a de singularidad	
para explorar el comportamiento din�amico de reactores qu��micos� Esta estrategia ha sido
ampliamente utilizada desde entonces�

Farr y Aris	 ���� ���� emplearon la teor��a de singularidad para analizar la conducta
no lineal del sistema de dos reacciones consecutivas en un reactor tanque agitado� Los
autores encuentran hasta siete estados estacionarios� Ellos mencionan que la teor��a de
singularidad se ha convertido en una de las herramientas m�as poderosas para investigar
multiplicidades�

Raz�on y Schmitz	 ���� ���� publicaron una revisi�on bibliogr�a�ca sobre los estudios de
multiplicidades e inestabilidades en sistemas de reacci�on qu��mica efectuados hasta �����
Ellos mencionan los avances que se hab��an logrado en esta �area con la colaboraci�on de
investigadores de diferentes disciplinas� Enfatizan la necesidad de continuar con estos
estudios para resolver problemas m�as complejos y reales�

Russo y Bequette	 ���� ���� estudiaron el impacto del dise�no del proceso sobre el
comportamiento de multiplicidad de reactores qu��micos tanque agitado para el caso de
una reacci�on de primer orden	 irreversible y exot�ermica� A pesar de que anteriormente
este sistema de reacci�on hab��a sido muy estudiado	 este an�alisis fue diferente� A dife�
rencia de los estudios anteriores	 ellos tomaron en cuenta en el modelo matem�atico la
din�amica de la temperatura del medio de enfriamiento� Generalmente se hace el supuesto
que esta din�amica es muy r�apida	 lo cual no es siempre cierto� Una situaci�on donde re�
sulta posible despreciar la din�amica del medio de enfriamiento es cuando se utilizan gases
para este prop�osito� En ese caso la temperatura del medio de enfriamiento puede con�
trolarse r�apidamente �en relaci�on a la din�amica del reactor� manipulando la presi�on del
gas� La din�amica de la temperatura del medio de enfriamiento debe tomarse en cuenta
cuando se desea controlar la temperatura del reactor empleando al �ujo de agua de en�
friamiento como variable manipulada� El balance de energ��a del medio de enfriamiento
proporciona la funcionalidad entre el �ujo de agua de enfriamiento y la temperatura del
reactor� Ellos demuestran que las caracter��sticas de multiplicidad cambian de manera
considerable cuando se incluye esta din�amica en el modelo	 y que es importante consi�
derarla para analizar las caracter��sticas de estabilidad a lazo abierto y lazo cerrado� Los
autores demuestran te�oricamente la posible presencia de multiplicidades de entrada e is�
las entre el �ujo de alimentaci�on y la temperatura del reactor� Sin embargo no realizan
an�alisis de multiplicidad entre el �ujo de alimentaci�on y la temperatura del reactor� De�
muestran te�oricamente la presencia de multiplicidades de entrada y salida entre el �ujo de
agua de enfriamiento y la temperatura del medio de enfriamiento	 para ciertos rangos de
par�ametros	 aunque el an�alisis de multiplicidad que realizan fue preliminar� Esta conducta



Cap��tulo �� Antecedentes �

no se presenta en el sistema cuando no se incluye la din�amica del medio de enfriamiento�
El estudio lo enfocaron al an�alisis de multiplicidad entre el �ujo de agua de enfriamiento y
la temperatura del reactor	 para los cuales s�olo hay multiplicidades de salida� Mencionan
la importancia del an�alisis de multiplicidad	 ya que a partir de �este se obtiene informaci�on
pr�actica para manipular regiones de operaci�on asociadas con multiplicidades de entrada
y salida�

Russo y Bequette	 ���� ���� analizaron el efecto de cambios en el dise�no del proceso
sobre el comportamiento	 a lazo abierto	 del sistema de reacci�on previamente estudiado
�se incluye la din�amica del medio de enfriamiento�� En este estudio realizan an�alisis de
multiplicidad entre el �ujo de alimentaci�on y la temperatura del reactor� Reportan los
puntos en los que se originan y desaparecen las soluciones aisladas �islas�� Mediante el uso
de diagramas de multiplicidad global demostraron que ciertos cambios en el dise�no del
reactor pueden resultar en puntos de operaci�on no factibles	 y sugieren algunos cambios
en las condiciones de operaci�on para evitar estos puntos�

Los avances obtenidos a partir de los estudios sobre el comportamiento no lineal de
sistemas de reacci�on qu��mica	 motivaron estudios en otros sistemas en los que el compor�
tamiento no lineal es m�as complejo� Uno de estos sistemas de reacci�on son las reacciones
de polimerizaci�on�

����� Reactores de Polimerizaci�on

La producci�on de pol��meros es un segmento muy importante en la industria de proce�
samiento qu��mico� Los pol��meros se producen en diversos tipos de reactores mediante
diferentes mecanismos cin�eticos� Un m�etodo muy importante de producci�on de pol��meros
es la polimerizaci�on v��a radicales libres en reactores tanque agitado�

El comportamiento din�amico de reactores continuos de polimerizaci�on v��a radicales
libres ha sido un �area de considerable inter�es desde las �ultimas dos d�ecadas� Una de las
razones principales	 adem�as de la creciente importancia industrial de los pol��meros	 es la
diversidad de estados estacionarios y la conducta din�amica que estos reactores presentan�
En varios estudios de modelamiento se ha analizado el comportamiento de polimerizacio�
nes en reactores tanque agitado para una variedad de mon�omeros de vinilo� En particular
Ray y colaboradores	 de la Universidad de Wisconsin	 han efectuado diversos estudios	
tanto te�oricos como experimentales	 sobre multiplicidad y estabilidad en reactores de
polimerizaci�on�

Jaisinghani y Ray	 ���� ���� predijeron la posibilidad de multiplicidad de estados es�
tacionarios y bifurcaciones peri�odicas para el caso de las homopolimerizaciones de metil�
metacrilato �MMA� y de estireno empleando azo�bis�isobutironitrilo �AIBN� como ini�
ciador� Ellos no consideraron la in�uencia del solvente en el efecto gel� Para ambas ho�
mopolimerizaciones encontraron tres estados estacionarios	 tanto para el caso isot�ermico
como para el no isot�ermico� El �unico tipo de comportamiento peri�odico que encontraron
fue un ciclo l��mite inestable�

Schmidt y Ray	 ���� ���� desarrollaron un modelo matem�atico para la homopolime�
rizaci�on en soluci�on del MMA	 pero empleando acetato de etilo como solvente y per�oxido
de benzoilo como iniciador� Mediante simulaciones matem�aticas y experimentaciones
analizaron el sistema bajo condiciones isot�ermicas y concentraciones bajas de solvente�
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Ellos demostraron la presencia de m�ultiples estados estacionarios del tipo hist�eresis�
Hamer y colaboradores	 ���� ���� extendieron el trabajo realizado por Jasinghani y

Ray ���� a reactores isot�ermicos con concentraciones altas de solvente� Ellos estudiaron
la homopolimerizaci�on de MMA y acetato de vinilo �VA�	 as�� como su copolimerizaci�on
�VA�MMA� empleando acetato de etilo como iniciador� Modi�caron la concentraci�on del
solvente	 la relaci�on de mon�omeros en la alimentaci�on y la capacidad de enfriamiento
del reactor	 y mostraron el comportamiento din�amico presente� Mostraron por primera
vez la existencia de ciclos l��mite estables para este tipo de reactores de polimerizaci�on�
Schmidt y colaboradores	 ���
 ���� completaron este estudio proporcionando evidencias
de la existencia de multiplicidades para las reacciones de homopolimerizaci�on bajo condi�
ciones no isot�ermicas� En sus experimentos emplearon terbutanol como solvente y AIBN
como iniciador� Determinaron te�oricamente la posible existencia de cinco estados es�
tacionarios para la homopolimerizaci�on de MMA� Ellos lo atribuyeron al efecto gel� Los
autores encontraron experimentalmente la existencia de islas	 pero no pudieron demostrar
la presencia de fen�omenos peri�odicos�

Rawlings y Ray	 ���� ���� estudiaron la estabilidad de reactores de polimerizaci�on en
emulsi�on� Desarrollaron el modelo matem�atico y lo validaron experimentalmente� El caso
de estudio analizado fue la polimerizaci�on de MMA en emulsi�on� Con este modelamiento
encontraron multiplicidad del tipo hist�eresis y bifurcaciones de Hopf� Encontraron que
el tiempo de residencia y la velocidad de desorci�on del radical eran los par�ametros clave
para la estabilidad del reactor�

Adebekun y colaboradores	 ���� ��� desarrollaron un trabajo te�orico sobre la polime�
rizaci�on en soluci�on de MMA	 y encontraron hasta cinco estados estacionarios	 pero para
condiciones de operaci�on diferentes a las reportadas por Schmidt y colaboradores �����

Teymour y Ray	 ���� �
�� estudiaron el comportamiento din�amico de la homopolime�
rizaci�on de VA en soluci�on	 empleando un reactor a baja presi�on	 a escala laboratorio�
Encontraron evidencia experimental preliminar de la presencia de ciclos l��mite� Adi�
cionalmente realizaron an�alisis de bifurcaci�on del modelo matem�atico del reactor	 lo que
les permiti�o clasi�car el espacio de par�ametros en regiones donde hay diferentes tipos
de estados estacionarios y comportamientos din�amicos� Posteriormente	 Teymour y Ray	
���� �

� complementan estos resultados mostrando evidencia de comportamiento tipo
ciclo l��mite para la homopolimerizaci�on de VA bajo diferentes condiciones de operaci�on�
En un trabajo posterior Teymour y Ray	 ���� �
�� efectuaron el an�alisis del mismo sistema
de reacci�on	 pero ahora en un reactor a escala industrial� El modelo matem�atico empleado
fue una adaptaci�on del modelo desarrollado anteriormente� Encontraron comportamien�
tos aun m�as complejos que los hallados en el reactor a escala laboratorio	 como �orbitas
peri�odicas estables	 islas de soluciones peri�odicas y soluciones de periodo doble con una
ruta hacia el caos�

Pinto y Ray	 ���� ���� analizaron el comportamiento din�amico de reacciones de copoli�
merizaci�on� El �ultimo estudio que hab��a sido reportado sobre reacciones de copoli�
merizaci�on fue el realizado por Hamer y colaboradores	 ���� ����� El sistema que es�
tudiaron fue la copolimerizaci�on de VA�MMA en soluci�on	 empleando ter�butanol como
solvente y AIBN como iniciador� Su objetivo fue analizar el cambio del comportamiento
del sistema de homopolimerizaci�on de VA al presentarse en la alimentaci�on	 aunque en
bajas proporciones �rango de  a ��� en volumen�	 un segundo mon�omero �MMA�� De�
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sarrollaron el modelo matem�atico y determinaron algunos par�ametros cin�eticos para el
sistema� Elaboraron diagramas de bifurcaci�on en los que encontraron fen�omenos oscilato�
rios� Validaron el modelo matem�atico experimentalmente y veri�caron la gran sensibilidad
de estos sistemas a cambios en las concentraciones de alimentaci�on de mon�omeros �VA
y MMA�� Posteriormente	 Pinto y Ray	 ���� ���� continuaron el trabajo empleando el
modelo	 ahora validado	 para efectuar an�alisis de bifurcaci�on con respecto a la relaci�on
de los mon�omeros en la alimentaci�on	 concentraci�on del iniciador	 fracci�on de solvente y
tiempo de residencia� Los autores encontraron soluciones peri�odicas�

Pinto	 ���� ��� estudi�o la misma reacci�on que Pinto y Ray ���� pero en un reactor a
escala industrial� Existen tres diferencias entre el modelo matem�atico del reactor a escala
laboratorio y el del reactor industrial� Primero	 la p�erdida de calor hacia el ambiente
es considerable en el sistema experimental por lo que se debe modelar� En el reactor a
escala laboratorio se debe considerar la capacidad calor���ca de las paredes del reactor ya
que tiene una magnitud signi�cativa comparada con la capacidad calor���ca del medio de
reacci�on� En el reactor a escala industrial	 estos aspectos �p�erdida de calor al ambiente y
capacidad calor���ca de las paredes del reactor� no son signi�cativos� Tercero	 en el caso
experimental la operaci�on est�a limitada por la temperatura de ebullici�on de la mezcla de
reacci�on	 ya que el reactor opera a presi�on atmosf�erica� En el caso industrial esta res�
tricci�on no es importante ya que los reactores industriales normalmente est�an dise�nados
para operar a altas temperaturas y presiones� El modelo matem�atico del reactor indus�
trial es m�as sencillo que el experimental	 por lo que se podr��a esperar que presentara
una conducta no lineal m�as simple� Sin embargo	 se demostr�o que el comportamiento
din�amico de reactores a escala industrial es m�as complejo que los de escala laboratorio�
El autor encontr�o oscilaciones toroidales y ca�oticas� Se menciona que la diferencia en
complejidad de conducta no lineal podr��a deberse a que los tres aspectos antes menciona�
dos parecen contribuir a la estabilidad global del reactor experimental� Los reactores a
escala industrial presentan una conducta no lineal m�as compleja que los experimentales	
ya que al incrementar el tama�no del reactor hay una reducci�on en la relaci�on entre el �area
de trasferencia de calor y el volumen del reactor �Russo y Bequette	 ���� �����	 ya que se
mantiene constante el tiempo de residencia del reactor en el escalamiento�

Pinto y Ray	 ���� ���� estudiaron para el mismo sistema de copolimerizaci�on	 los
efectos de inhibici�on en la estabilidad del sistema� Modi�caron el modelo matem�atico
para incluir la presencia de inhibidores en la reacci�on� Demostraron tanto te�orica como
experimentalmente que la presencia de peque�nas cantidades de inhibidores en la corriente
de alimentaci�on puede llevar a regiones de operaci�on inestables�

Freitas Filho y colaboradores	 ���
 ���� estudiaron la multiplicidad de estados esta�
cionarios para reactores de polimerizaci�on en masa� Su principal inter�es fue demostrar si
era posible encontrar cinco estados estacionarios en reactores de polimerizaci�on en masa	
como se hab��a reportado anteriormente para algunos sistemas ���	 ��� Estudiaron los sis�
temas de homopolimerizaci�on de VA	 estireno y MMA� Encontraron que no siempre se
encuentran cinco estados estacionarios en los sistemas de polimerizaci�on en masa	 aunque
es factible� Para el caso de la polimerizaci�on en masa del MMA encontraron cinco estados
estacionarios	 aunque �unicamente dos fueron estables� Los modelos matem�aticos emplea�
dos �unicamente contemplaron tres estados	 la conversi�on	 la temperatura del reactor y la
concentraci�on del iniciador� Los autores realizaron los an�alisis de multiplicidad empleando
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el coe�ciente de transferencia de calor	 la concentraci�on de alimentaci�on del iniciador y el
tiempo de residencia como par�ametros de continuaci�on�

Kiparissides	 ���� ��� menciona que en los reactores tanque agitado con reacciones de
polimerizaci�on se puede observar	 bajo ciertas condiciones de operaci�on	 multiplicidad de
estados estacionarios y comportamiento din�amico complejo� A�rma que para una con��
guraci�on dada de un reactor de polimerizaci�on	 las propiedades moleculares del pol��mero
dependen de un gran n�umero de variables de control	 entre las que se encuentran�

� Variables de reacci�on �temperatura	 concentraci�on y �ujo de alimentaci�on del mon�o�
mero�

� Variables del iniciador �tipo y n�umero de iniciadores	 concentraci�on y �ujo de ali�
mentaci�on del iniciador�

� Variables de transferencia de calor �temperaturas de las corrientes de alimentaci�on	
temperatura y �ujo del medio de enfriamiento	 �area de transferencia de calor	 etc��

Kiparissides	 al igual que otros investigadores	 a�rma que el conocimiento de la con�
ducta no lineal de estos reactores es importante para su dise�no	 optimizaci�on y control�
El control de reactores de polimerizaci�on es un problema interesante	 pero dif��cil y com�
plejo ���� Esto se atribuye	 entre otras razones	 a la sensibilidad extrema de los estados
estacionarios a cambios peque�nos en valores de par�ametros o condiciones de operaci�on	
y al comportamiento din�amico altamente no lineal que frecuentemente presentan estos
reactores�

De lo anterior puede apreciarse que	 principalmente en las �ultimas dos d�ecadas	 ha
sido cada vez m�as importante comprender el efecto de las no linealidades sobre la con�
ducta de los sistemas� Los estudios realizados se han enfocado a la determinaci�on de
soluciones m�ultiples y al surgimiento de soluciones peri�odicas� Tambi�en se ha analizado
la dependencia de la conducta de los sistemas con respecto a algunos par�ametros del
sistema� Es importante recalcar que la mayor��a de los problemas anteriores no poseen
soluciones anal��ticas� Anterior al empleo de m�etodos basados en la conducta din�amica
no lineal	 se emple�o la simulaci�on para el mismo prop�osito� Sin embargo	 la informaci�on
que proporciona la simulaci�on es bastante limitada� Se puede obtener detalle de una o
m�as trayectorias	 pero se debe invertir mucho tiempo y un enorme esfuerzo computacional
para obtener una idea m�as clara de la conducta global del sistema� Dicho esfuerzo se ve
multiplicado por varios factores cuando se analiza la conducta del sistema en relaci�on a
varios par�ametros� De esta discusi�on puede apreciarse que el empleo de la simulaci�on no
es el mejor procedimiento a tratar para comprender la conducta no lineal de un sistema�

��� Control

El problema general del control para un sistema dado �v�ease la �gura����	 consiste en
lograr que las salidas �s�� s�� � � � � sn� se comporten de una forma deseada	 mediante la
manipulaci�on de una o varias entradas �e�� e�� � � � � em�	 aun en presencia de incertidumbres
y errores de modelamiento� Es necesario manipular las entradas de una forma tal que se
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contrarreste o elimine el efecto de una o varias perturbaciones �d�� d�� � � � � dp�� Por lo
com�un m � n�
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Figura ���� Problema general de control�

Koppel	 ���� ���� demostr�o la importancia de aplicar la teor��a de singularidad en
el dise�no del control no lineal de sistemas multivariables� El autor enfoc�o su estudio a
determinar multiplicidades de entrada	 ya que en ese caso	 varios valores de las variables
manipuladas pueden dar el mismo resultado en las variables a controlar� Menciona que el
problema cuando existen multiplicidades de entrada	 es que ocurra una transici�on de un
estado estacionario a otro	 sin que �esto sea detectado por el sistema de medici�on en virtud
de que normalmente las variables manipuladas no son monitoreadas� Esto hace necesario
estudiar el comportamiento no lineal del sistema	 para detectar cualquier multiplicidad
de entrada antes de decidir la estrategia de control a emplear�

����� Control de Reactores de Polimerizaci�on

Congalidis y colaboradores	 ���� ��� dise�naron un sistema de control para un reactor de
copolimerizaci�on	 empleando control retroalimentado y anticipado� El sistema de estudio
fue la copolimerizaci�on de VA�MMA en un reactor tanque agitado� Ellos a�rman que	
aunque este sistema de polimerizaci�on es muy complejo	 el controlador dise�nado satis�zo
los objetivos de control propuestos en su estudio�

Daoutidis y colaboradores	 ��� ��� emplearon la teor��a de control geom�etrico no lineal
para abordar el problema del control de un sistema de polimerizaci�on� La estructura de
control fue del tipo retroalimentado�anticipado� El sistema en estudio es la polimerizaci�on
del MMA	 empleando tolueno como solvente y AIBN como iniciador� Una caracter��stica
importante del modelo matem�atico que ellos emplean es que incluye la din�amica del medio
de enfriamiento	 aspecto que anteriormente no se hab��a considerado� Para el control	 ellos
eligen el �ujo de iniciador y de agua de enfriamiento como variables manipuladas y a
la concentraci�on de mon�omero en la alimentaci�on y temperatura de alimentaci�on como
perturbaciones� Las variables a controlar son la temperatura y el peso molecular promedio
del pol��mero� Cabe mencionar que los autores no realizaron un an�alisis de operabilidad
del sistema�

Alvarez y colaboradores	 ��� ��� emplearon un m�etodo geom�etrico no lineal para
controlar la polimerizaci�on de MMA en un punto de operaci�on inestable� Mencionan que
se debe emplear el �ujo del medio de enfriamiento y el �ujo del iniciador para controlar la
conversi�on de mon�omero y temperatura del reactor� Sin embargo	 sin justi�car la raz�on del
cambio de variables manipuladas	 los autores emplearon en sus an�alisis la temperatura del
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medio de enfriamiento y la concentraci�on del iniciador en la alimentaci�on como variables
manipuladas� Cabe mencionar que en el modelo matem�atico no consideran la din�amica
del medio de enfriamiento por lo que no hubiesen podido manipular este �ujo� Consideran
como perturbaciones la concentraci�on de alimentaci�on de mon�omero y temperatura a la
entrada del reactor� Los autores mencionan que el esquema de control a lazo cerrado
present�o cierto grado de robustez en presencia de errores de modelamiento� Sin embargo	
la robustez no est�a abordada expl��citamente en el procedimiento de dise�no del sistema de
control a lazo cerrado	 por lo cual la robustez antes mencionada no podr��a garantizarse
en otros puntos de operaci�on� Adem�as el procedimiento de dise�no es complicado�

Hidalgo y Brosilow	 ��� ���� emplearon control predictivo para abordar el problema
del control de la reacci�on de polimerizaci�on de estireno en puntos de operaci�on inestables�
El control adecuado de un proceso en un punto de operaci�on inestable requiere su�ciente
acci�on de control para mantener al proceso dentro de un peque�na regi�on de operaci�on aun
en presencia de perturbaciones� Ellos argumentan que siendo este un sistema no lineal	
el emplear una ley de control no lineal result�o en un control adecuado del sistema� Sin
embargo	 si se esperan perturbaciones peque�nas y se analiza el problema de control regu�
latorio	 una ley de control lineal podr��a probablemente tambi�en satisfacer los requisitos
de control a lazo cerrado� Los autores mencionaron que no se puede controlar adecuada�
mente la temperatura y conversi�on del reactor en estudio manipulando �unicamente el
�ujo del medio de enfriamiento	 se requiere manipular simult�aneamente el �ujo de agua
de enfriamiento y el �ujo del mon�omero en la alimentaci�on�

Soroush y Kravaris	 ���
 �
�� aplicaron un m�etodo de control de linealizaci�on global
para controlar un sistema de polimerizaci�on con una matriz caracter��stica singular� El
sistema de reacci�on fue la polimerizaci�on del MMA	 empleando tolueno como solvente y
AIBN como iniciador� El modelo matem�atico consisti�o en una modi�caci�on del modelo
propuesto por Daoutidis y colaboradores ���� Ellos eligieron dos variables manipuladas
para controlar dos variables �temperatura y conversi�on�� La primera variable manipulada
fue el �ujo de alimentaci�on de mon�omero y la segunda la de�nieron como una diferencia en�
tre el calor suministrado y el calor removido del sistema	 en donde la variable f��sicamente
manipulada fue el �ujo de alimentaci�on del medio de enfriamiento� Mencionan que el
problema central del control para este caso	 es que la matriz caracter��stica del sistema
es generalmente singular �todos los elementos de un vector columna de la matriz carac�
ter��stica son nulos�� Cuando la matriz caracter��stica es singular no es posible calcular la
linealizaci�on est�atica del sistema	 ya que pierde rango�

McAuley y colaboradores	 ���� ���� estudiaron los efectos de las condiciones de op�
eraci�on de un reactor de polimerizaci�on de etileno en fase gas	 sobre la din�amica y esta�
bilidad del sistema� Demostraron que a lazo abierto	 estos reactores son susceptibles a
inestabilidades	 ciclos l��mite y excursiones hacia estados estacionarios de temperaturas al�
tas inaceptables	 por lo que es indispensable un control adecuado de la temperatura� Ellos
emplearon un controlador proporcional�integral retroalimentado y la variable manipulada
fue el �ujo de alimentaci�on de etileno�

Lewin y Bogle	 ���� ���� efectuaron el an�alisis de operabilidad lineal para el sistema
de polimerizaci�on de MMA propuesto por Daoutidis y colaboradores ���	 y emplearon
las mismas variables manipuladas	 controladas y perturbaciones que ellos� En el estu�
dio obtienen el punto de operaci�on �optimo para el sistema	 tomando como criterio de
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optimizaci�on el m��nimo �ujo de iniciador� Para comprender el efecto de cambios en las
variables manipuladas sobre el comportamiento del sistema	 �unicamente realizan estudios
de multiplicidad a diferentes �ujos de iniciador	 empleando al �ujo de agua de enfria�
miento como par�ametro de continuaci�on� Posteriormente aplican un esquema de control
proporcional�integral descentralizado	 y concluyen que tiene un buen desempe�no en el
punto �optimo de este sistema altamente no lineal� Es importante mencionar que los au�
tores no abordaron el problema de la robustez en el dise�no del controlador� Comparan
la operabilidad del sistema en el punto de operaci�on �optimo y en un punto de operaci�on
sub��optimo� Concluyen que el sistema es f�acil de controlar en el punto �optimo	 y que es
m�as dif��cil de controlar en el sub��optimo� Por lo general es m�as dif��cil controlar proce�
sos en los puntos �optimos de operaci�on� En este caso llegaron a la conclusi�on contraria	
probablemente porque el criterio de optimizaci�on empleado fue minimizar el �ujo de ini�
ciador	 a diferencia de maximizar la conversi�on del mon�omero �criterio m�as com�un�� Cabe
mencionar que el punto de operaci�on �optimo del sistema di�ere del punto de operaci�on
alrededor del cual Daoutidis y colaboradores ��� trabajaron� probablemente por esa raz�on
concluyeron que el problema de control es dif��cil� Es decir	 aunque se trata del mismo
problema	 las regiones de operaci�on elegidas por los autores fueron distintas por lo que es
dif��cil plantear conclusiones generales�

Padilla y Alvarez	 ���� ���� propusieron una t�ecnica para dise�nar el control de un
sistema dado empleando la teor��a de control geom�etrico y confrontando directamente las
no linealidades	 interacciones	 multiplicidades de entrada y robustez� Ellos prueban la
t�ecnica en el sistema de copolimerizaci�on VA�MMA empleando acetato de etilo como sol�
vente y AIBN como iniciador� Los autores obtienen un compensador lineal multivariable
para controlar el sistema manipulando la temperatura de la corriente de alimentaci�on y
los �ujos de iniciador	 mon�omeros y solvente� En el modelo matem�atico no incluyen la
din�amica del medio de enfriamiento�

����� Control y Matrices de Intervalos

Recientemente	 Wang y colaboradores	 ���� �
�� reportaron una serie de condiciones su��
cientes para la estabilidad robusta en matrices de intervalos� Ellos sugieren que la teor��a
desarrollada podr��a aplicarse al control de procesos� No se encontr�o ninguna publicaci�on
en la que dicha teor��a se aplicara al control de procesos�

��� Conclusiones

Con base en la revisi�on bibliogr�a�ca realizada	 se pueden mencionar las siguientes con�
clusiones�

� Para lograr un dise�no adecuado del esquema de control a lazo cerrado	 es necesario
comprender el comportamiento no lineal del sistema alrededor de la regi�on de ope�
raci�on seleccionada� Hay evidencias publicadas que indican diferencias en el grado
de di�cultad de controlar un sistema	 dependiendo del punto de operaci�on elegido�
Por tanto	 es importante determinar las regiones de operaci�on en las que el problema
de control parece ser m�as dif��cil�
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� La teor��a de singularidad es una herramienta matem�atica que permite predecir
anal��ticamente multiplicidades de entrada y salida	 y diversos comportamientos no
lineales ��	 ��	 �
	 ��	 ����

� Los sistemas de polimerizaci�on han adquirido cada vez mayor importancia a nivel in�
dustrial� Son sistemas muy complejos y cuentan con un gran n�umero de par�ametros
de operaci�on y dise�no� Esto hace que el problema de an�alisis de la conducta no
lineal sea complicado� Se han reportado	 para algunos sistemas de polimerizaci�on	
hasta cinco estados estacionarios ��	 ��	 ���	 conducta oscilatoria	 ciclos l��mite	 bi�
furcaciones de Hopf y hasta soluciones de periodo doble con ruta hacia el caos�

� Estudios en reactores qu��micos tanque agitado para reacciones de primer orden han
demostrado que al incluir la din�amica del medio de enfriamiento	 el comportamiento
no lineal del sistema es considerablemente m�as complejo� Esto sugiere emplear
modelos matem�aticos que incluyan la din�amica del medio de enfriamiento	 ya que
al despreciarla	 se pueden omitir conductas no lineales relevantes para el control�

� Son escasos los estudios reportados a la fecha	 que analicen los efectos de cambios
en el dise�no de reactores sobre su conducta no lineal� no se ha reportado ninguno
que estudie estos efectos en reactores de polimerizaci�on�

� El modelo matem�atico del sistema de polimerizaci�on de MMA que incluye la din�a�
mica del medio de enfriamiento �Daoutidis y colaboradores ����	 no ha sido amplia�
mente estudiado� Se han reportado pocos estudios relacionados a este problema	
siendo la �ultima publicaci�on el an�alisis de multiplicidad realizado por Lewin y Bogle
����	 que fue un an�alisis limitado�

� Los resultados sobre estabilidad de matrices de intervalos reportados por Wang y
colaboradores �
�� puede emplearse para el control robusto de procesos no lineales
en puntos cercanos a la regi�on nominal de operaci�on�
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Marco Te�orico

En este cap��tulo se presentan los conceptos m�as relevantes empleados a lo largo del trabajo�
Se presentan en dos grupos principales� conceptos de multiplicidad y conceptos de control�

��� Teor��a de Singularidad� Multiplicidad y

Bifurcaciones

Con frecuencia los sistemas de procesamiento qu��mico presentan conducta altamente no
lineal� Algunas de las formas en las que la conducta no lineal se mani�esta es a trav�es del
surgimiento de m�ultiples estados estacionarios	 hist�eresis	 bifurcaciones e incluso conducta
ca�otica� Toda esta informaci�on es relevante para prop�ositos de dise�no	 o redise�no	 y control
de procesos a lazo cerrado� Por ejemplo	 usando esta informaci�on el dise�nador estar��a en
una mejor posici�on de entender las potenciales di�cultades que implica el seleccionar una
cierta estrategia de control	 o bien seleccionar una regi�on de operaci�on donde el control
del proceso pueda no ser tan dif��cil�

El uso de la llamada teor��a de singularidad ha sido sugerido ��	 ��	 �
	 ��	 ��� como
un medio sistem�atico de abordar dos de los problemas no lineales m�as importantes que
surgen en sistemas de procesamiento qu��mico� la determinaci�on de m�ultiples estados
estacionarios	 y la variaci�on de la respuesta de la planta al modi�car el valor de alg�un
par�ametro�

La teor��a de singularidad proporciona un marco te�orico para determinar�

� El m�aximo n�umero posible de soluciones locales que puede presentar la ecuaci�on
algebraica no lineal

F �x� ��p� �  �����

donde x representa el estado del sistema	 � es un par�ametro del sistema	 y p es
un vector que contiene el resto de los par�ametros del sistema� La diferencia entre
� y p es que � puede tomar cualquier valor en el intervalo ��l� �u�	 mientras que
los par�ametros representados por p permanecen constantes� �l	 �u representan las
cotas inferior y superior de � respectivamente�

��
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� El o los diagramas de bifurcaci�on locales del sistema F �x� ��p� alrededor de un
punto singular�

La teor��a de singularidad s�olo es aplicable a sistemas en estado estacionario	 por lo
cual no puede ser usada	 en la forma descrita en este trabajo	 para abordar problemas
relacionados a la conducta din�amica de sistemas no lineales� Una limitaci�on importante
de la teor��a de singularidad es que sus resultados son v�alidos s�olo de manera local� Es
decir	 con esta teor��a podemos determinar el n�umero m�aximo de soluciones del problema
F �x� ��p� alrededor de alg�un punto p � po donde po representa el valor de los par�ametros
alrededor de los cuales se determin�o la singularidad del sistema F �x� ��p��

����� Diagrama de bifurcaci�on

Considere el problema de bifurcaci�on planteado por la ecuaci�on algebraica no lineal dada
por la ecuaci�on ���� Tanto � como p representan par�ametros del sistema� sin embargo	
en nuestro an�alisis � toma valores en un cierto intervalo de�nido a priori	 mientras que
p representa a todos aquellos par�ametros que permanecen constantes durante todo el
an�alisis� Por esta raz�on reescribiremos la ecuaci�on anterior como	

F �x� �� �  �����

Mediante alg�un cambio de coordenadas �p�e� adimensionalizaci�on� la ecuaci�on anterior
puede reescribirse como	

F �� � �  �����

donde se supone que F � C��
Supongamos que la ecuaci�on ��� la resolvemos para una serie de valores ��� ��� ���� �n

donde �i � ��l� �u� siendo �l	 �u los l��mites inferior y superior de �	 respectivamente�
Entonces para cada �i existir�a alguna soluci�on de la ecuaci�on ��� denotada por xi� A la
gr�a�ca de xi contra �i se le denomina el diagrama de bifurcaci�on del sistema representado
por la ecuaci�on ���� El diagrama de bifurcaci�on se llama local si la gr�a�ca de xi contra
�i se analiza en una peque�na vecindad alrededor de alg�un punto de esta gr�a�ca� Si el
an�alisis se efect�ua en todo el espacio de soluci�on	 dentro del rango de posibles valores de
x y �	 el diagrama de bifurcaci�on de llama global� Los diagramas de bifurcaci�on tambi�en
se conocen como diagramas de multiplicidad �
	 ����

����� Equivalencia por contacto

Se dice que dos diagramas de bifurcaci�on F �x� �� �  y G�y� �� �  son equivalentes
por contacto si un diagrama de bifurcaci�on se puede transformar en el otro mediante un
cambio suave e invertible de coordenadas	

�y� �� � �x�y� ��� ����� ���
�
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donde se supone que el cambio de coordenadas es tal que las propiedades cualitativas
del mapa original y del mapa nuevo son id�enticas en el interior de una peque�na vecindad
alrededor del origen� Para completar la transformaci�on entre los mapas se emplea un
factor o funci�on de escalamiento T �y� ��� Por lo tanto la transformaci�on de T �y� �� en
G�y� �� puede realizarse mediante	

G�y� �� � T �y� ��F �x�y� ��� ����� �����

N�otese que el cambio suave de coordenadas entre F �x� �� y G�y� �� implica dos cosas�

�� Tanto F como G tienen el mismo n�umero de soluciones en estado estacionario alrede�
dor del origen�

�� Los diagramas de bifurcaci�on de F y G son los mismos alrededor del origen�

Para que estas dos a�rmaciones sean v�alidas se deben cumplir las siguientes condi�
ciones	

x�� � �  �����

��� �  �����

T �� � �  �����

�x�� �

�y
�  �����

����

��
�  �����

La idea de de�nir y utilizar funciones equivalentes por contacto es que	 en muchos
casos	 resulta m�as f�acil el analizar las propiedades de bifurcaci�on del mapa F �x� �� � 
empleando la transformaci�on G�y� �� en vez del mapa original dado por F �x� �� �
	 ����

����� Diagrama de bifurcaci�on estable

Se dice que el diagrama de bifurcaci�on de la funci�on F �x� �� es estable si se cumple que
la funci�on F �x� �� � g�x� �� �� es equivalente por contacto a F �x� �� en el interior de una
peque�na regi�on alrededor del origen� Estabilidad en este sentido signi�ca que tanto el
n�umero de soluciones	 como los diagramas de bifurcaci�on	 son los mismos si la funci�on
F �x� �� se analiza lo su�cientemente cerca del origen�

����� Estabilidad

La estabilidad del sistema din�amico lineal �x � Ax�Bu se determina a partir del c�alculo
de los valores singulares o eigenvalores ��i� de la matriz A ���	 
�� Para que el sistema
sea estable se debe cumplir que�
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Re��i�A�� 	  ������

Dicho de otra manera	 esto implica que todos los eigenvalores se encuentran en el lado
izquierdo del plano complejo� Esto tambi�en se conoce como estabilidad del tipo Hurwitz�

La estabilidad de un punto singular de un sistema din�amico no lineal dx
dt � f�x�	
donde f�x� es una funci�on continua y para la que existen derivadas continuas de todos
los �ordenes	 se determina mediante la linealizaci�on del sistema en ese punto� Si el sistema
lineal indica estabilidad del estado estacionario	 entoces el sistema no lineal ser�a estable
en la vecindad de ese punto singular �����

Por lo tanto	 la estabilidad de un punto singular �x� �� del sistema no lineal F �x� �� � 
se determina a partir del c�alculo de los valores singulares o eigenvalores ��i� del jacobiano
A de la funci�on F evaluada en ese punto singular� El estado estacionario ser�a estable si
todos los eigenvalores tienen parte real negativa�

����� Existencia de multiplicidades

La soluci�on �x� ��p� de la ecuaci�on F �x� ��p� �  es un punto singular� Se dice que
existen multiplicidades si en el punto singular se cumple que�

�F �x� ��p�

�z
�  ������

Si z � x	 implica que hay multiplicidad de salida� si z � �	 se re�ere a que hay
multiplicidad de entrada�

� Multiplicidad de entrada� Si un sistema presenta multiplicidades de entrada signi�ca
que para varios valores del par�ametro de continuaci�on ��� se presenta el mismo valor
de el estado �x��

� Multiplicidad de salida� Si un sistema presenta multiplicidades de salida signi�ca
que para un mismo valor del par�ametro de continuaci�on ��� se presentan varios
valores para el estado �x��

El conjunto de todos los puntos singulares en el espacio �x� ��p� forma el conjunto
singular� A la proyecci�on del conjunto singular en el espacio ���p� se le llama el conjunto
cat�astrofe �
�� En Ingenier��a a un punto singular se le conoce como estado estacionario�

����� N�umero m�aximo de soluciones locales

Los puntos de m�axima singularidad en el espacio de par�ametros p	 son puntos po alrede�
dor de los cuales surgen diversos tipos de diagramas de bifurcaci�on� Estos puntos se
caracterizan por el hecho de que varios t�erminos de la expansi�on en series de Taylor de
F �x� �� se anulan� Esto signi�ca que en estos puntos singulares se cumple que�
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F �� �po� �  ������

�iF �� �po�

�xi
�  i � �� �� ���� r ����
�

�r��F �� �po�

�xr��
��  ������

�F �� �po�

��
��  ������

Entonces en una peque�na vecindad alrededor de po siempre existir�a una funci�on G�y� ��
la cual es equivalente por contacto a F �x� ��po� y que est�a dada por�

G�y� �� � yr�� � � ������

Este enunciado signi�ca que si existe un punto singular po	 entonces el m�aximo n�umero
de soluciones en estado estacionario del mapa F �x� ��p� en una vecindad peque�na alrede�
dor del punto po	 es r � �� Adem�as de obtener el m�aximo n�umero de soluciones locales	
este resultado tambi�en nos permite obtener todos los posibles diagramas de bifurcaci�on
locales �
	 ����

����	 Tipos de bifurcaciones

Se puede demostrar que un diagrama de bifurcaci�on cambia cualitativamente cuando el
vector de par�ametros p cruza alguna de las siguientes super�cies�

� Hist�eresis

En la �gura ��� se muestra la secuencia de pasos que experimenta un diagrama de
bifurcaci�on para que surja la bifurcaci�on del tipo hist�eresis�

Figura ���� Bifurcaci�on del tipo hist�eresis�

Estos diagramas de bifurcaci�on est�an formados por todos los puntos �x� �� en el
espacio de par�ametros p que satisface la ecuaci�on ����

F �x� ��p� � 
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y las ecuaciones�

�F �x� ��p�

�x
�  ������

��F �x� ��p�

�x�
�  ������

En la bifurcaci�on de tipo hist�eresis existe multiplicidad de salida�

� Islas

La bifurcaci�on del tipo de isla est�a formada por el conjunto de valores �x� �� en el
espacio de par�ametros p que satisfacen las ecuaciones ��� y �����

F �x� ��p� � 

�F �x� ��p�

�x
� 

adem�as de�

�F �x� ��p�

��
�  �����

En la bifurcaci�on de tipo isla existe tanto multiplicidad de entrada como multiplici�
dad de salida� En la �gura ��� se muestran dos formas en las que puede surgir este
tipo de bifurcaci�on�

Figura ���� Bifurcaci�on del tipo isla�
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� L��mite doble

En la bifurcaci�on de tipo ciclo l��mite existe multiplicidad de salida� Posibles patrones
de formaci�on de la bifurcaci�on del tipo l��mite doble se muestran en la �gura ����

Figura ���� Bifurcaci�on del tipo l��mite doble�

Este tipo de diagrama de bifurcaci�on est�a formado por todos los puntos �x� �� en el
espacio de par�ametros p que satisfacen las siguientes ecuaciones�

F �x�� ��p� �  ������

F �x�� ��p� �  ������

�F �x�� ��p�

�x�
�  ������

�F �x�� ��p�

�x�
�  ����
�

donde x� �� x��

��� Teor��a de Control

El objetivo central del sistema de control por retroalimentaci�on k	 es asegurar que la�s�
salida�s� y de la planta G se comporte�n� de la manera deseada mediante la manipulaci�on
de la�s� entrada�s� u a la planta G� Esto signi�ca que el controlador deber�a manipular u
para contrarestar el efecto de una perturbaci�on d y�o d de tal forma que la planta opere
en el punto de operaci�on deseado r	 aun en presencia de incertidumbres en las salidas y�o
en la planta �ve�ase la �gura ��
��
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u G

d

y
r

k

d’

Figura ��
� Esquema de control�

����� Representaci�on

La planta G con u entradas y y salidas	 en t�erminos del modelo linealizado	 puede repre�
sentarse matem�aticamente de dos formas generales �
��

� Espacio de estado �dominio del tiempo��

�x � Ax � Bu ������

y � Cx � Du

en donde A y B se de�nen como�

A �
�F

�x
� B �

�F

�u

suponiendo que todos los estados del sistema son salidas de la planta �x � y�	 el
t�ermino C se de�ne como�

C � I

y para la mayor��a de los sistemas en Ingenier��a Qu��mica�

D � 

� Funci�on de transferencia �dominio de Laplace��

Para un sistema con una entrada y una salida�

u�s�

y�s�
� G�s� ������
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La planta G puede representarse en el dominio de Laplace en forma de polinomios�

G�s� �
sn � asn�� � � � �

sm � bsm�� � � � �
������

Las raices del numerador de la ecuaci�on ���� se conocen como los ceros de la planta y
son una medida del desempe�no del sistema� Las raices del denominador se conocen
como los polos o eigenvalores ��i� y como se mencion�o en la secci�on ����
 son una
medida de la estabilidad del sistema y el comportamiento en estado estacionario�

����� Realizaci�on de espacio de estado

Para cambiar del dominio de Laplace al dominio del tiempo se tiene que�

G�s� �
u�s�

y�s�
� C�sI � A���B � D ������

Lo anterior tambi�en se representa como�

G�s� �

�
A B
C D

�
������

lo que signi�ca que la funci�on G�s� tiene una realizaci�on de espacio de estado dada
por �A�B�C�D��

����� Incertidumbres

De forma general se pueden tener tres tipos de incertidumbres�

� Incertidumbres en las entradas� Las incertidumbres en las variables manipuladas se
deben a que los equipos de control �p�e� v�alvulas� no reaccionan exactamente de la
forma en la que fueron dise�nados ni de manera inmediata �tienen retrasos��

� Incertidumbres en las salidas� Las incertidumbres en las variables controladas son
errores de medici�on en los instrumentos�

� Incertidumbres en el modelo� Las incertidumbres de la planta representan los erro�
res en el modelo matem�atico desarrollado para describir al sistema y los errores en
la estimaci�on de los par�ametros involucrados� Los errores en el modelo matem�atico
se deben a que los modelos no siempre describen el proceso real de una manera pre�
cisa� Para simpli�car la deducci�on del modelo	 se hacen algunos supuestos acerca
del proceso ocasionando que el modelo se aleje de la realidad� Los errores en la
estimaci�on de par�ametros se deben a que los valores estimados no siempre son exac�
tos y	 adicionalmente	 muchos par�ametros cambian con el tiempo� Esto es	 algunos
par�ametros que se consideraron constantes en el modelo matem�atico cambian de
valor conforme se opera el equipo �p�e� �area de transferencia de calor��
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En los esquemas de control es com�un representar la incertidumbre como �� En algunos
casos no hay una forma precisa de determinar la magnitud de la incertidumbre� El
dise�nador del controlador deber�a determinar un valor razonable �generalmente en forma
de porcentajes� y tratar de sintetizar alg�un controlador que cumpla con los objetivos de
control�

����� Funci�on del controlador

El controlador tiene la funci�on de lograr que la planta opere en el punto deseado bajo
cualquiera de los escenarios para los que fue dise�nado� Para prop�ositos de dise�no del
sistema de control	 el controlador se agrega al modelo linealizado de la planta original
�ecuaci�on ����� para formar el sistema de control a lazo cerrado� los eigenvalores del
sistema a lazo cerrado deben ser menores a cero para asegurar estabilidad� Sin embargo
existen otros compromisos	 como la robustez del sistema	 que tambi�en deben ser tomados
en cuenta durante la s��ntesis del controlador�

����� Ley de control proporcional

La ley de control m�as simple es la que requiere que las s variables manipuladas u	 cambien
proporcionalmente al cambio de los n estados x �u � Rs��� x � Rn����

�u � k�x �����

Esta ley se conoce como control proporcional y el par�ametro k �k � Rs�n� se denomina
la ganacia del controlador�

Com�unmente la expresi�on ��� se escribe como �
��

u � kx ������

dado por entendido que u y x representan desviaciones con respecto a alg�un estado�

����� Estabilidad robusta param�etrica

Se dice que un controlador presenta caracter��sticas de estabilidad robusta si mantiene la
estabilidad en un cierto rango de variaci�on de los par�ametros del sistema� Esto signi�ca
que el compensador ser�a capaz de controlar	 adem�as de la planta G en estudio �planta
central�	 una serie de plantas X� Las plantas X representan todas las plantas que resultan
de aplicar las distintas incertidumbres a la planta original G�

G



Cap��tulo �� Marco Te�orico ��

Se desea que el conjunto de plantas sea lo su�cientemente grande como para incluir las
variaciones de los par�ametros que son de inter�es� Sin embargo a medida que se incrementa
la incertidumbre	 la probabilidad de encontrar al controlador capaz de controlar a ese
conjunto de plantas ser�a menor� Se puede llegar al punto que no exista un controlador
para ese conjunto de plantas �
��

����	 Robustez en el desempe
no

Se dice que un controlador presenta caracter��sicas de robustez en el desempe�no si el
sistema cumple con las especi�caciones de desempe�no preestablecidas	 aun en presencia
de incertidumbres en el modelo	 en las entradas y�o en las salidas para las que fue dise�nado
el controlador� Las especi�caciones de desempe�no pueden ser �
��

� El tiempo que le toma a la salida llegar al �� del valor �nal� Generalmente se
requiere que sea peque�no�

� El tiempo despu�es del cual la salida se mantiene en � �� del valor �nal� General�
mente se requiere que sea peque�no�

� La relaci�on entre el valor m�aximo y el valor �nal� Generalmente se requiere que sea
��� o menos�

� La relaci�on entre el segundo y primer valor m�aximo� Generalmente se requiere que
sea �� o menos�

� La diferencia entre el valor �nal obtenido y el valor �nal deseado� Generalmente se
requiere que sea peque�no�

Las dos primeras especi�caciones son medidas de la velocidad de la respuesta del
sistema a lazo cerrado	 mientras que las �ultimas tres se relacionan a la calidad de la
respuesta del sistema a lazo cerrado�

����� Proceso del dise
no de un controlador

El proceso de dise�no de un sistema de control requiere generalmente que se realicen al
menos las siguientes actividades�

�� Estudiar el sistema �planta� a controlar� De�nir con claridad el problema en estudio
y conocer al sistema lo mejor posible para identi�car las variables y par�ametros m�as
relevantes�

�� Desarrollar el modelo matem�atico del sistema� Asegurar que el modelo matem�atico
reproduzca la conducta relevante	 para prop�ositos de control	 del modelo real� Es
valioso simpli�car el modelo al m�aximo�

�� Analizar el modelo y determinar sus propiedades� Comprender el efecto de los
par�ametros involucrados	 conocer el punto de operaci�on	 la estabilidad en ese punto	
la presencia de multiplicidades	 etc� y las repercuciones que �estos tienen sobre el
control�
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� Decidir las variables a controlar y manipular� Determinar	 con base en la infor�
maci�on adquirida acerca del modelo	 cu�ales son las variables relevantes a controlar
y las variables adecuadas para ser manipuladas�

�� Decidir la con�guraci�on del control� Linealizar la planta original �en caso de usar
control lineal� y determinar el efecto de las variables a manipular sobre la respuesta
del sistema�

�� Decidir el tipo de controlador a usar� Seleccionar la ley de control a emplear�
Determinar las incertidumbres y�o perturbaciones del sistema�

�� Dise�nar el controlador� Sintetizar el modelo matem�atico del controlador�

�� Simular el sistema de control a lazo cerrado� Comprobar que el controlador dise�nado
es capaz de estabilizar a lazo cerrado al sistema en presencia de las perturbaciones
y�o incertidumbres para las que fue dise�nado�

��� Teor��a de Matrices de Intervalos

En este trabajo se emplearon los resultados sobre la estabilidad de matrices de intervalos
reportados por Wang y colaboradores �
��	 aplicados al control de procesos para dise�nar
el control del problema en estudio� Se eligi�o esta t�ecnica ya que con ella se asegura la
estabilidad robusta del sistema a lazo cerrado y se dese�o probar su e�cacia en el control
de un proceso qu��mico con una conducta altamente no lineal� A continuaci�on se exponen
los conceptos m�as relevantes de esta �area de estudio�

����� Matrices de intervalos

Una matriz de intervalos real AI de dimensiones n � n es una serie de matrices reales
de�nidas como�

AI �
h
AI � AI

i
�

����aij�

������ aij 	 aij 	 aij� � 	 i� j 	 n

��� ������

donde la matriz AI inferior es AI � �aij� y la matriz AI superior es AI � �aij��
La matriz AI se puede reescribir como�

AI � Ao � �A ������

donde la matriz central Ao y la matriz de incertidumbre �A se de�nen como�

Ao �

	
AI � AI

�



����
�
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�A �
nX

i�j��

�ijEij� Eij �
aij � aij

�
Uij� Uij � eTi ej ������

siendo los par�ametros de incertidumbre j�ijj 	 �	 ei y ej son vectores unitarios con s�olo
los elementos i��esimo y j��esimo iguales a la unidad respectivamente� Uij es una matriz
con todos los elementos cero excepto los �ij� que son la unidad� Tambi�en se tiene que�

E �
nX

i�j��

Eij �

	
AI � AI

�



������

Es evidente que la serie de matrices en ���� es equivalente a la de ����� As��	 el problema
de estabilidad de la matriz de intervalos ���� se puede describir como el problema de
estabilidad robusta del sistema de matrices de incertidumbre ���� con la matriz central
Ao descrita en ���
 y la matriz de incertidumbre �A descrita en �����

����� Condiciones de estabilidad robusta

El problema de estabilidad de la matriz de intervalos AI fue estudiada recientemente por
Wang y colaboradores �
��� Consid�erese un sistema de intervalos lineal din�amico�

�x � AIx ������

donde x � Rn es el estado y AI � Rn�n es una matriz de intervalos como la expuesta
en �����

Ellos reportaron una serie de condiciones que se deben cumplir para asegurar estabili�
dad robusta del tipo Hurwitz en matrices de intervalos	 esto es	 encontraron condiciones
su�cientes tales que la parte real de todos los eigenvalores de la matriz de intervalos AI en
���� sea negativa� Las condiciones reportadas por Wang y colaboradores son m�as simples
y mejores que las reportadas anteriormente �
���

Los autores demostraron que la matriz AI tendr�a estabilidad del tipo Hurwitz si se
cumplen la condici�on � y al menos una de las tres condiciones expuestas en la condici�on �	
y que se muestran a continuaci�on�

� Condici�on ��

Re
h
�� bA�

i
	  ������

� Condici�on ��

i� n� � �He� 	 c ������

ii�
nP

i�j��
� �Hij� 	 c ���
�

iii� �

	
nP

i�j��
jHijj



	 c ���
��
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donde

bA �

	
Ao � AT

o

�



� c � ��� bA�� Hij �

	
Eij � ET

ij

�



���
��

He � �H��H�� � � �Hnn�� i� j � �� � � � � n ���
��

En las expresiones anteriores � es el eigenvalor con la mayor parte real y � es el m�aximo
valor singular�

����� Matrices de intervalos y el control

Es posible aplicar la serie de condiciones expuestan por Wang y colaboradores �
�� para
asegurar estabilidad robusta en un sistema de control dado�

Supongamos que se emplea un controlador proporcional como el representado por la
expresi�on ����� u � kx	 para controlar la planta G representada por la expresi�on lineal
�����

�x � Ax � Bu

y � Cx � Du

Sustituyendo u en el modelo de la planta se tiene que�

�x � Ax � Bkx � �A � Bk�x ���

�

Comparando la expresi�on ��

 con la expresi�on ���� podemos concluir que	 para aplicar
las condiciones de estabilidad	 es necesario que el producto �A � Bk� sea una matriz de
intervalos� Si se de�ne la incertidumbre en las matrices A y B como �	 tenemos que�

A � A�� � ��� A � A��� �� ���
��

B � B�� � ��� B � B��� �� ���
��

y las matrices AI y AI quedan como�

AI � A � Bk ���
��

AI � A � Bk ���
��

As�� tenemos que la matriz de intervalos AI de la expresi�on ���� para el problema de
control del sistema descrito por las expresiones ���� y ���� queda como�

AI �
h
A � Bk� A � Bk

i
���
��
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con una matriz central Ao�

Ao � A � Bk �����

De esta forma se tiene la manera de aplicar las condiciones derivadas por Wang y
colaboradores �
�� para el dise�no de un sistema de control asegurando que �este tenga
propiedades de estabilidad robusta� El controlador k se obtiene mediante cualquiera de
los siguientes criterios de optimizaci�on�

i� Min
k

fn� � �He�� cg ������

ii� Min
k

�
nP

i�j��
� �Hij�� c

�
������

iii� Min
k

�
�

	
nP

i�j��
jHijj



� c

�
������

����� Ejemplos de aplicaci�on

Con el objeto de ejempli�car la aplicaci�on de los conceptos expuestos en la secci�on anterior	
se muestran a continuaci�on dos casos�

� Ejemplo ��

Se tiene un sistema de dos estados y una entrada� El objetivo es determinar el valor del
compensador k que satisfaga la condici�on ���� y al menos una de las condiciones �������
��
La planta linealizada est�a dada por�

A �

�
�� 


� ��

�
B �

�
�
�

�

De�niendo una incertidumbre del � �� �� � ��� tenemos que las matrices A y B
superiores e inferiores son�

A �

�
��� ���


�� ����

�
B �

�
���
��


�

A �

�
���� ���

��� ����

�
B �

�
���
���

�

Para sintetizar el controlador k	 se emple�o el m�odulo de optimizaci�on del programa
Matlab ��
� por medio de programaci�on cuadr�atica	 utilizando como funci�on objetivo
cualquiera de los tres criterios de optimizaci�on ����	 ���� �o ����� El valor de k empleado
para iniciar la minimizaci�on fue�

ko � �� ��
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El valor de la variable de decisi�on k obtenido mediante la optimizaci�on fue�

k � �������� �������

Para este valor de k	 se cumple la condici�on ���� siendo negativos todos los eigenvalores
de la matriz bA resultante�

�i� bA� �

�
���
���
���
���

�

La constante c adquiere un valor de ��
���	 as�� que se cumplen las condiciones ��
 y
��
� �aunque no se cumple la condici�on ������

i� n� � �He� � ���
 �	 ��
�

ii�
nP

i�j��
� �Hij� � ���� 	 ��
�

iii� �

	
nP

i�j��
jHijj



� ���
 	 ��
�

Con estos resultados se asegura que el sistema a lazo cerrado ser�a estable aun con una
incertidumbre del � �� en las matrices A y B�

Se analiz�o el problema de seguimiento de se�nales empleando el programa Matlab� En la
�gura ����a� se muestra la respuesta del sistema cuando se modi�ca el punto de operaci�on
�set�point�	 y puede observarse que el sistema responde adecuadamente a este cambio�

Tambi�en se analiz�o el problema de regulaci�on empleando el programa Matlab� En la
�gura ����b� se muestra la respuesta din�amica de la planta central cuando el sistema se
encuentra originalmente en un punto de operaci�on diferente al deseado� En las �guras �c�
y �d� se muestran las respuestas de la planta inferior y superior	 respectivamente� En los
tres casos puede apreciarse que el sistema regresa al punto deseado de forma satisfactoria�
Con base en los resultados obtenidos puede a�rmarse que el controlador proporciona
estabilidad robusta al sistema�

� Ejemplo ��

Se tiene ahora un sistema con cuatro estados y una entrada� La planta linealizada est�a
dada por�

A �

����
�� 
 � �

� �� � �
� � �� ��
� � � ��

����� B �

����
�
�
�
�

�����
Siguiendo el mismo procedimiento que el empleado en el ejemplo �	 partiendo de un

valor inicial ko � �� � � �� y considerando una incertidumbre del � �� en las matrices
A y B se obtuvo el siguiente controlador�
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Figura ���� Problema de seguimiento de se�nales �a� y problema de regulaci�on para la
planta central �b�	 inferior �c� y superior �d� del ejemplo ��

k � ������� � ����� ����� � �
����

En este caso usando este controlador se cumplen las condiciones ���� y ��
�� Los
resultados de problemas de seguimiento de se�nales y de regulaci�on analizados se muestran
en la �gura ���� Se puede apreciar que el sistema es estable a lazo cerrado�

Con base en estos dos ejemplos puede comprobarse que empleando las condiciones
reportadas por Wang y colaboradores �
�� puede dise�narse un controlador que garantice
estabilidad robusta en un sistema lineal� La aplicaci�on de esta t�ecnica para dise�nar con�
troladores de sistemas no lineales depender�a del grado de no linealidad que esos sistemas
presenten�
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Figura ���� Problema de seguimiento de se�nales �a� y problema de regulaci�on para la
planta central �b�	 inferior �c� y superior �d� del ejemplo ��
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De�nici�on del Caso de Estudio

En el presente cap��tulo se describe brevemente el proceso en estudio y se muestra el modelo
matem�atico del sistema en forma dimensional y adimensional�

��� Descripci�on del Proceso

El sistema en estudio fue la polimerizaci�on en soluci�on del metilmetacrilato	 v��a radicales
libres	 que se lleva a cabo en un reactor tanque agitado �ve�ase la �gura ����	 empleando
azo�bis�isobutironitrilo como iniciador y tolueno como solvente� La reacci�on es exot�ermica
y el reactor tiene medio de enfriamiento para remover el calor�

F
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F
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Two
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T
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T
in

minC
F

T

I

Figura ���� Diagrama de �ujo del reactor de polimerizaci�on�

��
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El mecanismo de reacci�on de la polimerizaci�on v��a radicales libres est�a constituido por
las siguientes etapas principales �����

Iniciaci�on� I
ko�� �R

R � M
kI�� P�

Transferencia de mon�omero� Pi � M
kfm
��� P� � Di

Propagaci�on� Pi � M
kp
�� Pi��

Terminaci�on por apareamiento� Pi � Pj
ktc
�� Di�j

Terminaci�on por desproporci�on� Pi � Pj
ktd�� Di � Dj

Donde� I Iniciador
P Pol��mero
M Mon�omero
R Radicales
D Pol��mero muerto

��� Modelo Matem�atico

El modelo matem�atico del sistema fue propuesto por Daoutidis y colaboradores ���� Los
supuestos realizados para desarrollar el modelo matem�atico fueron�

� Mezclado perfecto en el reactor� Las concentraciones y la temperatura son ho�
mog�eneas en todo el reactor�

� Densidad constante de la mezcla de reacci�on� No hay reducci�on del volumen del
reactor debido a la prodcci�on de mon�omero�

� Capacidad espec���ca de la mezcla de reacci�on y	 densidad y capacidad calor���ca del
enfriante se mantienen constantes�

� Temperatura del medio de enfriamiento uniforme� La temperatura del enfriante es
homog�enea en todo el sistema de enfriamiento�

� No hay p�erdidas de calor al exterior� El reactor y el sistema de enfriamiento se
encuentran perfectamente aislados�

� Las reacciones s�olo ocurren en el reactor� No ocurren reacciones en las corrientes de
alimentaci�on por lo que no hay pol��mero en la alimentaci�on�
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� No hay efecto gel� La conversi�on de mon�omero es muy baja y la proporci�on de
solvente en el medio de reacci�on es muy alta�

� Volumen del reactor constante� El �ujo volum�etrico del mon�omero en la alimenta�
ci�on es constante�

� Los mecanismos cin�eticos contemplados son los mecanismos est�andar de la polime�
rizaci�on v��a radicales libres� Las leyes de velocidades de reacci�on fueron tomadas de
la literatura �p�e� ���	 ��
�	 ������

Tomando en cuenta los supuestos anteriores	 el modelo matem�atico del sistema est�a
dado por ����

dCm

dt
� ��kp � kfm� CmPo �

F �Cmin � Cm�

V
�����

dCI

dt
� �kICI �

�FICIin � FCI�

V
�����

dT

dt
�

���H�kpCm

�Cp

Po �
UA

�CpV
�T � Tj� �

F �Tin � T �

V
�����

dDo

dt
� ���ktc � ktd�Po

� � kfmCmPo �
FDo

V
���
�

dD�

dt
� Mm�kp � kfm� CmPo �

FD�

V
�����

dTj
dt

�
Fcw�Two � Tj�

Vo
�

UA

�wCpwVo
�T � Tj� �����

donde	

Po �

s
�f �CIkI
ktd � ktc

�����

kr � Are
�Er
RT � r � p� fm� I� td� tc �����

El peso molecular promedio del pol��mero se de�ne como la relaci�on D�
Do�
Analizando el modelo matem�atico se puede observar que constiste de seis estados

�Cm� CI � T�Do� D�� Tj� y seis ecuaciones diferenciales no lineales� La no linealidad se
encuentra en el t�ermino Po y en las expresiones de velocidad de reacci�on �kr�� Cabe
mencionar que los estados Do y D� �unicamente aparecen en sus respectivos balances �ex�
presiones ��
 y ���� lo que hace que los dem�as estados del sistema sean independientes al
cambio de cualquiera de �estos dos estados�

En el ap�endice A se encuentra la descripci�on de los par�ametros involucrados en el
modelo� Los valores de los par�ametros empleados por Daoutidis y colaboradores ��� se
muestran en la tabla ����
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Tabla ���� Informaci�on de dise�no y operaci�on para el reactor de polimerizaci�on�

F � �� m��h Mm � ���� kg�kgmol
FI � ��� m��h f � � ���
Fcw � ����� m��h R � ����
 kJ��kgmol�oK�
Cmin � ��
��� kgmol�m� ��H � ��� kJ�kgmol
CIin � �� kgmol�m� Ep � ������x�� kJ�kgmol
Tin � �� oK EI � ������x�� kJ�kgmol
Two � ����� oK Efm � ��

��x�� kJ �kgmol
U � �� kJ��h�oK�m�� Etc � ���

�x�� kJ�kgmol
A � �� m� Etd � ���

�x�� kJ�kgmol
V � �� m� Ap � ����x�� m���kgmol�h�
Vo � �� m� AI � �����x��� ��h
� � ��� kg�m� Afm � ����x��� m���kgmol�h�
�w � � kg�m� Atc � ������ x��	 m���kgmol�h�
Cp � �� kJ��kg�oK� Atd � ���
��x��� m���kgmol�h�
Cpw � 
�� kJ��kg�oK�

����� Estados estacionarios

Al resolver el sistema de ecuaciones algebraicas no lineales del modelo matem�atico	 resulta
que el sistema presenta tres estados estacionarios �multiplicidad de salida�� El estado
estacionario que se emple�o como punto de referencia a lo largo de este estudio	 corresponde
al punto de operaci�on de�nido como �optimo por Lewin y Bogle ����� En la tabla ��� se
muestran los estados estacionarios presentes y sus respectivos eigenvalores� Como puede
apreciarse de los tres estados estacionarios	 dos son estables y el intermedio es inestable�

��� Modelo Matem�atico Adimensional

El trabajar con modelos matem�aticos adimensionales es recomendable ya que general�
mente se pueden reducir y hasta evitar problemas num�ericos� Adicionalmente se pueden
agrupar varios par�ametros que de forma individual no sean tan relevantes en el estudio
o cuyo efecto sobre el sistema se pueda analizar de forma conjunta con otros par�ametros
�p�e� n�umero de Reynolds��

Para efectuar la adimensionalizaci�on de un modelo matem�atico dado es necesario elegir
ciertos par�ametros del modelo que servir�an para de�nir las variables y los par�ametros en
forma adimensional� Por ejemplo	 para adimensionalizar las concentraciones se deber�an
dividir entre alg�un par�ametro �o relaci�on de par�ametros� con unidades de concentraci�on�
Si no se desea analizar el efecto del cambio de alguna de las concentraciones del modelo
original	 entonces se selecciona dicha concentraci�on para realizar la adimensionalizaci�on
ya que permanecer�a constante a lo largo de los an�alisis posteriores�

Por el contrario	 si se desea analizar el efecto del cambio de cualquiera de las concentra�
ciones del modelo de forma individual	 entonces es necesario de�nir un nuevo par�ametro
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Tabla ���� Estados estacionarios presentes�

Punto �optimo
Estado � Estado � Estado �

Cm	 kgmol�m� ������ ������ ������
CI 	 kgmol�m� ��
� ��
� ������E�

T 	 oK ����
� ����
 
����
Do	 kgmol�m� �� ��� �
���
D�	 kg�m� ����� ������ 
����
Tj	

oK ������ ��
��
 �����
X � ��� ��� ����
PM kg�kgmol �� �� ���

�� ���
� ����� �������
�� ��
� �� ��� � 
i
�� �� � ���i �� � ��
i ��� � 
i
�� �� � ���i �� � ��
i �����
�� ��� ��� ���
�
 ��� ��� ���

para realizar la adimensionalizaci�on	 par�ametro base	 que tenga las dimensiones necesarias
y cuyo valor se mantenga siempre constante� As�� se podr�a analizar el efecto de cambios
de cualquiera de concentraciones del modelo en forma independiente�

En nuestro caso	 se desea analizar el efecto de cambios en cualquiera de las con�
centraciones	 �ujos y temperaturas de entrada al reactor	 ya que son posibles variables
manipuladas o perturbaciones� As�� para efectuar la adimensionalizaci�on del modelo origi�
nal ��������� se de�nieron tres par�ametros base� Se seleccionaron el �ujo de alimentaci�on	
la concentraci�on de iniciador en la alimentaci�on y la temperatura del agua de enfriamiento
a la entrada	 con los valores correspondientes al punto de operaci�on �optimo� As���

Fo � F� Co � CIin� To � Two

Los par�ametros y grupos adimensionales resultantes est�an contenidos en la tabla ����
El modelo matem�atico adimensional obtenido se muestra a continuaci�on�

dx�
d

� q�x�in � x��� �Dape
b � Dafme

�fmb�x�w �����

dx�
d

� x�inqI � x�q �DaIe
�Ibx� �����

dx�
d

� qx�in � �x
 � x��� � q� � �p�Dape
bx�w ������
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dx�
d

� w�
h
��Datce

�tcb � Datde
�tdb

i
� wx�Dafme

�fmb � qx� ������

dx�
d

� x�w�Dape
b � Dafme

�fmb�� x�q ������

dx

d

� �qcwx
in � �wx� � x
��qcw � �w� ����
�

Tabla ���� Par�ametros y grupos adimensionales�

x� � Cm
Co

b � �px�
x���p

� � V
Vo

x�in � Cmin

Co
Dap � Ape

��pV Co
Fo

� � ���HpCo
�CpTo

x� � CI
Co

DaI � AIe
��p�I V
Fo

� � U
�CpFo

x�in � CIin
Co

Dafm �
Afme

��p�fmV Co

Fo
�w � UAV

�wCpwFoVo

x� �
�
T�To
To

�
�p Datc � Atce

��p�tcV Co
Fo

�p � Ep
RTo

x�in �
�
Tin�To
To

�
�p Datd � Atde

��p�tdV Co
Fo

�I � EI
Ep

x� � Do

Co
q � F

Fo
�fm �

Efm
Ep

x� � D�

CoMm
qcw � Fcw

Fo
�tc � Etc

Ep

x
 �
�
Tj�To
To

�
�p qI � FI

Fo
�td � Etc

Ep

x
in �
�
Two�To

To

�
�p w � Po

Co
 � tFo

V

����� Estados estacionarios del modelo adimensional

Los estados estacionarios y la estabilidad del sistema no cambian con la adimensionaliza�
ci�on� Los valores de los estados en forma adimensional correspondientes a los tres estados
estacionarios se muestran en la tabla ��
�

Tabla ��
� Estados estacionarios del modelo adimensional�

Punto �optimo
Estado � Estado � Estado �

x� ��
�� ����� ����

x� �����E�� ����E�� ����E��
x� ��
��� ������ �����
x� �����E�
 �����E�
 ����
x� ���� ���� ����
x
 ����� ����
 ����
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����� Reducci�on del modelo adimensional a una ecuaci�on

algebraica

Si el sistema se encuentra en estado estacionario �F �x� � �	 el conjunto de ecuaciones que
forman el modelo matem�atico se pueden combinar para obtener una ecuaci�on algebraica�
La ecuaci�on resultante queda en funci�on de uno de los estados	 as�� como de los dem�as
par�ametros del modelo �p�� En este caso el estado independiente es la temperatura ya
que es la variable m�as importante desde el punto de vista del control y	 adicionalmente	 se
observ�o que era la �unica variable presente en todas las ecuaciones del modelo matem�atico�
Combinando las ecuaciones �������
 en estado estacionario de tal forma que x� sea la
variable de salida �temperatura adimensional� obtenemos la siguiente ecuaci�on algebraica
no lineal�

F �x��p��qx�in�
��qcwx
in
�qcw��w

�

	
��w

�qcw��w
���q



x��

x�inwq�p�Dape
b

q�w�Dapeb�Dafme�fmb�
� ������
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An�alisis de Multiplicidad y

Bifurcaci�on

En este cap��tulo se presentan los an�alisis de multiplicidad y bifurcaci�on realizados� En la
primera secci�on se presenta la determinaci�on anal��tica de presencia de multiplicidades y
en la segunda secci�on se presentan los diagramas de multiplicidad realizados�

��� Determinaci�on Anal��tica de Multiplicidades

Para determinar multiplicidades anal��ticamente� empleando la teor��a de singularidad� es
necesario reducir el modelo matem�atico del sistema a una ecuaci�on algebraica de la forma

F �x�p� � � ���	�

donde F es la ecuaci�on algebraica que se obtiene combinando entre si las ecuaciones
que representan el modelo matem�atico del sistema� x es uno de los estados del sistema y
p es el vector de los par�ametros del sistema� Los dem�as estados del modelo matem�atico
original quedan en funci�on de x y p�

En la secci�on 
�
�� se obtuvo la ecuaci�on algebraica no lineal F �x�p� para el modelo
matem�atico adimensional en funci�on de x� �ecuaci�on 
�	��

F �x��p��qx�in�
��qcwx�in
�qcw��w

�

�
��w

�qcw��w
���q

�
x��

x�inwq�p�Dape
b

q�w�Dapeb�Dafme�fmb�
��

El modelo matem�atico planteado� como se puede observar� presenta una gran canti�
dad de par�ametros adimensionales� Se identi�caron como par�ametros relevantes para los
estudios de multiplicidad y control� el �ujo de alimentaci�on de mon�omero �q�� el �ujo de
alimentaci�on de iniciador �qI�� el �ujo de alimentaci�on del medio de enfriamiento �qcw�� la
concentraci�on del mon�omero en la alimentaci�on �x�in�� la concentraci�on del iniciador en
la alimentaci�on �x�in�� la temperatura de entrada de la corriente de alimentaci�on �x�in� y
la temperatura de entrada del medio de enfriamiento �x�in��


�
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����� Multiplicidades de entrada

De acuerdo a la teor��a de singularidad las condiciones matem�aticas necesarias y su�cientes
para que un sistema dado presente multiplicidades de entrada �secci�on ��	��� est�a dada
por las condiciones ��	 y ����� Ya que p representa a todos aquellos par�ametros que
permanecen constantes podemos reescribir esas condiciones como

F �x� �� �
�F �x� ��

��
� � �����

donde � es el par�ametro del sistema con respecto al que se desea analizar la posible
existencia de multiplicidades de entrada� En este trabajo se analizaron los casos en que
el par�ametro � es

� � fx�in� x�in� x�in� x�in� q� qI� qcwg
Este an�alisis se realiza a continuaci�on�

� Concentraci�on adimensional de alimentaci�on de mon�omero �x�in�

�F

�x�in
�

wq�p�Dape
b

q � w�Dapeb �Dafme�fmb�
���
�

Para que �F��x�in � � se debe cumplir que wq�p�Dape
b � �� lo cual es f��sicamente

infactible� Por esa raz�on podemos concluir que no pueden existir multiplicidades de
entrada con respecto a la concentraci�on de alimentaci�on de mon�omero�

� Concentraci�on adimensional de alimentaci�on de iniciador �x�in�

�F

�x�in
�

x�in
p
x�inq

��p�Dape
b

�x�in�q�w�Dapeb�Dafme�fmb��
�

vuut �f �qIDaIe�Ib

�q�DaIe�Ib��Datde�tdb�Datce�tcb�
�����

Para que se cumpla la condici�on �F��x�in � �� alg�un par�ametro de operaci�on o
dise�no debe ser nulo� lo cual es f��sicamente infactible� As�� se concluye que no pueden
existir multiplicidades de entrada con respecto a la concentraci�on de alimentaci�on
de iniciador�

� Temperatura adimensional de la corriente de alimentaci�on �x�in�

�F

�x�in
� q �����

Para que esta parcial sea igual a cero se debe cumplir que no haya �ujo de ali�
mentaci�on al reactor� lo cual es f��sicamente imposible�
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� Temperatura adimensional de alimentaci�on del agua de enfriamiento �x�in�

�F

�x�in
�

��qcw
�qcw � �w

�����

Puede notarse con facilidad que� de acuerdo al rango de valores factibles de los
par�ametros� esta derivada no puede ser igual a cero�

� Flujo de alimentaci�on de mon�omero �q�

�F

�q
�x�in�x�� x�inw�p�Dape

b

�q�w�Dapeb�Dafme�fmb��
�

�
w�Dape

b�Dafme
�fmb�� q�

��q�DaIe�Ib�

�
�����

Analizando esta expresi�on se puede observar que existe la posibilidad� bajo ciertas
combinaciones del valor de los par�ametros� que la derivada sea igual a cero� Por lo
anterior concluimos que puede existir multiplicidad de entrada con respecto al �ujo
de alimentaci�on de mon�omero�

� Flujo de alimentaci�on de iniciador �qI�

�F

�qI
�

x�inwq
��p�Dape

b

�qI �q � w�Dapeb �Dafme�fmb���
�����

Puede notarse que no existen multiplicidades de entrada con respecto a qI � ya que
x�inwq

��p�Dape
b �� �� Por tanto no pueden existir multiplicidades de entrada con

respecto al �ujo de alimentaci�on de iniciador�

� Flujo de alimentaci�on del agua de enfriamiento �qcw�

�F

�qcw
�
��w��x�in � x��

��qcw � �w��
�����

Esta derivada es igual a cero �unicamente cuando la temperatura de operaci�on
del reactor es igual a la temperatura de alimentaci�on del medio de enfriamiento
�x�in � x��� Esta situaci�on no es f��sicamente deseable� por lo que no hay mul�
tiplicidades de entrada con respecto a la temperatura de alimentaci�on del agua de
enfriamiento�

Con base en los an�alisis realizados en esta secci�on es claro que de los par�ametros
analizados� el �unico para el que podr��an existir multiplicidades de entrada es el �ujo de
alimentaci�on de mon�omero �q��
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����� Multiplicidades de salida

Para determinar la existencia de multiplicidades de salida empleando la teor��a de singu�
laridad �secci�on ��	��� se deben satisfacer las condiciones ��	 y ��	�� Nuevamente� ya que
p permanece constante en el an�alisis� las condiciones se pueden reescribir como

F �x� �� �
�F �x� ��

�x
� � ���	��

Para determinar si existen multiplicidades de salida con respecto a la variable inde�
pendiente del modelo reducido �x�� tenemos que

�F

�x�
�

��w
�qcw � �w

� � � q �
x�inb

�wq�p�Dape
b

x�� �q � w�Dapeb �Dafme�fmb��
�

�
q��I

��q �DaIe�Ib�

�q��tdDatde
�tdb � �tcDatce

�tcb�

��Datde�tdb �Datce�tcb�
� q � wDafme

�fmb�	� �fm�

�
���		�

Observando la expresi�on ��		 se puede concluir que es posible que existan multiplidades
de salida� es decir� es posible que la parcial sea igual a cero para cierta combinaci�on de
valores de los par�ametros�

Adicionalmente de la secci�on ��	�� sabemos que si se cumplen las condiciones

�kF �x� ��

�xk
� � ���	��

�k��F �x� ��

�xk��
�� � ���	
�

entonces el m�aximo n�umero de multiplicidades de salida es k�
Para determinar si podr��an existir al menos tres estados estacionarios para el sistema

es necesario obtener la expresi�on ��	� para k � ��

��F

�x�
�
� �J � L � �fmwN �HN�

b�K

x��
�
�
b�H

�
q

w
� A

�
�M �Q

	
���	��

donde

A � Dape
b �Dafme

�fmb

B � x�in�p�Dape
b

D � DaIe
�I b

E � Datde
�tdb �Datce

�tcb

G �
�f �x�inD

E�q �D�

H �
w ��IqE � P �q �D��

�E�q �D�

I �
K

x���Aw � q�

�
O � qP

�E
� q � wN

�
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J �
��ID�O

q �D

K �
b�wqB

x���Aw � q��

L �
�q
�E�



�td

�EDatde
�tdb � �tc

�EDatce
�tcb � P �

�
M � �Aw � q��� � b� � �x��

N � Dafme
�fmb�	� �fm�

O �
�Iq

�

��q �D�

P � �tdDatde
�tdb � �tcDatce

�tcb

Q � ��wb��Dapeb � �fmDafme
�fmb

Observando la expresi�on ��	� se puede concluir que es posible que existan al menos
tres estados estacionarios para el sistema� ya que dicha expresi�on podr��a equivaler a cero
para cierta combinaci�on de valores de los par�ametros� Esta posibilidad se con�rm�o al
haberse encontrado num�ericamente hasta tres estados estacionarios para el sistema �ve�ase
la secci�on 
���	� empleando los par�ametros proporcionados por Daoutidis y colaboradores
�	��� No se determin�o anal��ticamente cu�al es el m�aximo n�umero de estados estacionarios
que podr��a presentar el sistema� De la expresi�on ��	� se puede anticipar la complejidad
de la tercera derivada de la funci�on �expresi�on ��	� para k � 
��

����� Islas

Un sistema dado presentar�a regiones de operaci�on aisladas� denominadas islas� si pre�
senta simult�aneamente multiplicidades de entrada y de salida� Esto es� si se cumplen las
condiciones ��� y ��	�

F �x� �� �
�F �x� ��

��
�
�F �x� ��

�x
� � ���	��

donde � es el par�ametro con respecto al cual se presentan multiplicidades de entrada
y x es el estado con respecto al cual existen multiplicidades de salida�

En nuestro caso� de los par�ametros analizados� el �unico para el que pueden existir
multiplicidades de entrada es el �ujo de mon�omero y sabemos que pueden existir mul�
tiplicidades de salida con respecto a x�� Por lo tanto podr��an existir soluciones aisladas
cuando � � q y x � x��

��� Diagramas de Bifurcaci�on

En esta secci�on se obtuvieron los diagramas de bifurcaci�on para el sistema empleando
como par�ametros de continuaci�on aquellos considerados relevantes para el control�
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����� XPP

Los diagramas de bifurcaci�on se obtuvieron mediante un paquete computacional para
an�alisis no lineal desarrollado por G� Bard ��� denominado XPP� el cual incluye el paquete
AUTO para el an�alisis de continuaci�on� Las siglas del paquete se derivan del nombre Phase
Portrait y del hecho que opera en el ambiente X�Windows� XPP puede emplearse para
realizar estudios de continuaci�on y bifurcaci�on y tambi�en para analizar el comportamiento
din�amico de procesos qu��micos�

El paquete trabaja bajo el sistema operativo UNIX� Su funcionamiento es muy sencillo�
El usuario debe escribir un programa que contenga el modelo matem�atico del problema
en estudio� En la �gura ����	 se muestra el programa empleado en este trabajo el cual
contiene el modelo matem�atico en su forma original �dimensional� dado por las l��neas 
���

� Este archivo contiene el modelo matem�atico del reactor de polimerizaci�on

� El modelo matem�atico ���

dx��dt � ��Rp�Rfm	
x�
Po�F
�Cmin�x�	�V

dx��dt � �Ri
x���Fi
Ciin�F
x�	�V

dx��dt � Rp
x�
alfa
Po�beta
�x��x	�F
�Tin�x�	�V

dx��dt � ����
Rtc�Rtd	
�Po��	�Rfm
x�
Po�F
x��V

dx��dt � Mm
�Rp�Rfm	
x�
Po�F
x��V

dx�dt � Fcw
�Two�x	�Vo�gama
�x��x	

� Los valores iniciales ���

x���	 � �����

x���	 � ��������

x���	 � ������

x���	 � ���������

x���	 � ������

x��	 � �������

� Los valores de los par�ametros ���

param Fcw�������� Fi�������

param delH������� Ro��� Cp����� U����� A����� V����� Row������ Cw����

param Vo������ F����� Ciin����� Cmin������ Tin����� Two������

param Zp�����e�� Zfm������e��� Zi������e��� Ztd�������e��� Ztc�������e��

param Ep�������e�� Efm�������e�� Ei�������e�� Etd�������e�� Etc�������e�

param R������� ff������ Mm�������

� Definiendo algunos t�erminos ���

alfa � delH��Ro
Cp	

beta � �U
A	��Ro
Cp
V	

gama � �U
A	��Row
Cw
Vo	

Rp � Zp
exp��Ep��R
x�		

Rfm � Zfm
exp��Efm��R
x�		

Ri � Zi
exp��Ei��R
x�		

Rtd � Ztd
exp��Etd��R
x�		

Rtc � Ztc
exp��Etc��R
x�		

Po � ���
ff
x�
Ri	��Rtd�Rtc		�����	

done

Figura ��	 Programa para emplear XPP�

Para realizar diagramas de continuaci�on es necesario primero calcular el punto singular
�estado estacionario� a partir del cual el programa realizar�a el diagrama de continuaci�on�
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Este punto lo determina XPP a partir de los valores iniciales proporcionados por el usuario�
Una vez obtenido el estado estacionario� se debe indicar cu�al es el par�ametro de conti�
nuaci�on as�� como algunos par�ametros del paquete �p�e� rango del diagrama� tama�no de
paso� n�umero m�aximo de iteraciones� etc��� Con esta informaci�on el paquete realiza el
an�alisis de continuaci�on mostrando gr�a�camente el diagrama conforme se va generando
y tabularmente proporciona informaci�on sobre puntos importantes del diagrama �p�e�
puntos l��mite� puntos de bifurcaci�on de Hopf� etc���

Los diagramas obtenidos empleando XPP se muestran a continuaci�on en dos grupos
diagramas que presentan multiplicidades de salida y diagramas que presentan multiplici�
dades de entrada e islas�

����� Diagramas de bifurcaci�on con multiplicidades de salida

Empleando como par�ametros de continuaci�on a los distintos par�ametros previamente se�
leccionados� se obtuvieron varios diagramas de multiplicidad� En los diagramas de conti�
nuaci�on las curvas s�olidas ����� representan estados estacionarios estables y las curvas
punteadas ����� corresponden a estados estacionarios inestables� El punto de operaci�on
�optimo se encuentra marcado con el s��mbolo ��� y los puntos marcados con ��� son puntos
de bifurcaci�on de Hopf� A continuaci�on se presentan estos diagramas�

� Flujo de alimentaci�on del iniciador

Los diagramas de multiplicidad obtenidos empleando el �ujo de alimentaci�on de iniciador
�FI� como par�ametro de continuaci�on se muestran en la �gura ����
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Figura ��� Diagrama de continuaci�on de la temperatura �a� y el peso molecular �b�
empleando al �ujo de iniciador �FI� como par�ametro de continuaci�on�

De estos diagramas se puede apreciar con claridad que la bifurcaci�on presente es del
tipo hist�eresis� Las distintas curvas corresponden a diferentes valores del �ujo de agua
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de enfriamiento �Fcw�� Ninguna de las curvas generadas corresponde a la del punto de
operaci�on �optimo �Fcw � ��	����� aunque es pr�acticamente igual a la curva 
�

Es importante recalcar que el punto de operaci�on �optimo pr�acticamente corresponde
a un punto l��mite� esto es� se encuentra localizado pr�acticamente justo antes de que la
pendiente de la curva de continuaci�on cambie de signo y de estabilidad�

De la �gura ��� se puede deducir el efecto que tendr��a sobre la operaci�on del sistema
un cambio en el �ujo de iniciador� en el �ujo de agua de enfriamiento o en ambos� Se
puede apreciar que a medida que aumenta el �ujo de agua de en�amiento� la regi�on
de hist�eresis tambi�en incrementa� Es claro que la hist�eresis est�a presente para valores
peque�nos del �ujo de iniciador� A medida que el �ujo de iniciador aumenta� el sistema
presenta �unicamente un estado estacionario�

Supongamos que el sistema se encuentra operando en un punto localizado en la curva �
de la �gura ����a�� con un �ujo de iniciador de ���
 m��h� Este punto corresponde al punto
�A� de la �gura ��
�

400
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Figura ��
 Diagrama de continuaci�on esquem�atico para el ejemplo 	�

El punto de operaci�on ser��a estable a lazo abierto� Si el �ujo de iniciador se redujera
a ����� m��h �punto �B�� entonces el sistema se encontrar��a operando pr�acticamente a
la misma temperatura� Por el contrario� si el �ujo del iniciador aumentara a ���
� m��h
entonces el sistema cambiar��a radicalmente a operar en una regi�on de alta temperatura
de la curva � �punto �C���

Lo descrito anteriormente tambi�en suceder��a si originalmente el sistema estuviese
operando en el punto �optimo� En la �gura ��� se muestra la respuesta din�amica del
sistema a lazo abierto iniciando del punto de operaci�on �optimo en presencia de peque�nos
incrementos y disminuciones del �ujo de iniciador�
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Figura ��� Simulaci�on din�amica a diferentes valores del �ujo de iniciador �FI�� partiendo
del punto de operaci�on �optimo�

Para continuar con el ejemplo anterior� ve�ase la �gura ���� El sistema se encontraba
operando en la curva � en la regi�on de altas temperaturas �punto �C��� La acci�on l�ogica
para tratar de regresar al punto inicial �A� ser��a disminuir el �ujo de iniciador a su valor
original� Esta acci�on producir��a un movimiento hacia la izquierda en la parte superior de
la curva � �punto �D��� Al notar que la temperatura del reactor no disminuye� una acci�on
de control l�ogica ser��a aumentar el �ujo de agua de enfriamiento� Esta acci�on provocar��a
que el sistema siguiera operando en la regi�on de alta temperatura� aunque ahora el nuevo
punto de operaci�on se encontrar��a localizado en la curva 	 �punto �E��� Si se decide
reducir a�un m�as el �ujo de iniciador entonces el sistema podr��a operar en un punto de
bifurcaci�on de Hopf �punto �F���
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Figura ��� Diagrama de continuaci�on esquem�atico para el ejemplo ��

El operar en un punto de bifurcaci�on de Hopf tendr��a como resultado que el reactor
comenzara a oscilar� En la �gura ����a� se muestra el diagrama de bifurcaci�on obtenido
a partir del punto de bifurcaci�on de Hopf del diagrama generado empleando a FI como



Cap��tulo �� An�alisis de Multiplicidad y Bifurcaci�on ��

par�ametro de continuaci�on y Fcw � 	�� �curva � de la �gura ����� En la �gura ����b� se
muestra la respuesta din�amica del sistema a lazo abierto partiendo del punto de bifurcaci�on
de Hopf�
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Figura ��� Diagrama de bifurcaci�on �a� del punto de bifurcaci�on de Hopf del diagrama
de continuaci�on de la temperatura empleando al �ujo del iniciador como par�ametro de
continuaci�on ��gura ����a�� y simulaciones din�amicas a lazo abierto �b� partiendo del
mismo punto�

� Flujo de alimentaci�on del medio de enfriamiento

Empleando al �ujo de alimentaci�on del medio de enfriamiento �Fcw� como par�ametro de
continuaci�on se obtuvieron diagramas de multiplicidad a diferentes valores del �ujo de
iniciador �FI�� Estos diagramas se muestran en la �gura ����

Los diagramas de continuaci�on presentan� al igual que en el caso anterior� bifurcaci�on
del tipo hist�eresis� Sin embargo� se muestra en la �gura �unicamente la secci�on de baja
temperatura y bajo peso molecular de una forma ampliada� Esto se realiz�o con objeto
de apreciar con mayor detalle los diagramas de continuaci�on para el peso molecular del
pol��mero� Se puede apreciar que a medida que aumenta el �ujo de iniciador el �area
entre las curvas estable e inestable disminuye� A medida que aumenta este �ujo� las
dos curvas contin�uan acerc�andose hasta que se fusionan en una sola� Esto se comprueba
con los diagramas de continuaci�on de la �gura ���� en los que se aprecia que a medida
que aumenta el �ujo de iniciador desaparece la hist�eresis y hay �unicamente un estado
estacionario� Se puede apreciar que cuando se emplea al �ujo de alimentaci�on del medio
de enfriamiento como par�ametro de continuaci�on no se detect�o alg�un punto de bifurcaci�on
de Hopf para los valores del �ujo de iniciador analizados�

Analizando la �gura ����b� parecer��a que todos los puntos de la curva 
 son estables�
Sin embargo esto no es cierto� La curva cambia de estabilidad� al igual que el caso de
la curva 
 de la �gura ����a�� Lo que sucede es que los puntos est�an muy cercanos y
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visualmente� a pesar de que es una regi�on ampliada� dan la impresi�on de ser una l��nea
continua� En la �gura ��� se puede apreciar la curva en cuesti�on con mayor ampliaci�on�
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Figura ��� Diagrama de continuaci�on de la temperatura �a� y el peso molecular �b�
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��gura ����b�� para el caso FI�����
�

� Concentraci�on de alimentaci�on del mon�omero

Empleando la concentraci�on de alimentaci�on de mon�omero como par�ametro de conti�
nuaci�on se obtuvieron diagramas de bifurcaci�on para la temperatura y el peso molecular
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a diferentes valores de temperatura de alimentaci�on� En la �gura ����a� puede apreciarse
que la regi�on de multiplicidad se encuentra en un rango de temperatura de alimentaci�on
entre 
�� y 
�� oK� En este caso se encontraron hasta tres estados estacionarios� La curva
� corresponde al diagrama de continuaci�on del punto de operaci�on �optimo�
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Figura ��� Diagrama de continuaci�on de la temperatura �a� y el peso molecular �b�
empleando la concentraci�on de alimentaci�on de mon�omero �Cmin� como par�ametro de
continuaci�on�

Observando la �gura ����a� es claro que �unicamente existen multiplicidades de salida
con respecto a la temperatura� sin embargo de la �gura ����b� podr��a concluirse que existen
multiplicidades de entrada y de salida con respecto al peso molecular� Esto parecer��a
contradictorio ya que si existen multiplicidades en el sistema esto se debe re�ejar en todos
los estados del sistema� Hay que recordar que las multiplicidades se de�nen en funci�on
de los estados del sistema y el peso molecular no es un estado� es una relaci�on de estados�
Los diagramas de continuaci�on del peso molecular se obtuvieron a partir de los valores de
los estados Do y D� en cada punto de la continuaci�on� La informaci�on de multiplicidades
de los diagramas de continuaci�on no es del sistema sino �unicamente de la relaci�on de esos
dos estados�

� Temperatura de la corriente de alimentaci�on

En la �gura ��	� se muestran los diagramas de continuaci�on para la temperatura y el peso
molecular empleando la temperatura de alimentaci�on como par�ametro de continuaci�on�
Los diagramas se obtuvieron a diferentes concentraciones de mon�omero en la alimentaci�on�
Puede apreciarse una regi�on en la que se obtiene el mismo estado estacionario �tempera�
turas bajas� independientemente de la concentraci�on del mon�omero en la alimentaci�on�
Adicionalmente se observa que al aumentar la concentraci�on del mon�omero alimentado se
presenta conducta del tipo hist�eresis� En este caso se encontr�o un m�aximo de tres estados
estacionarios�
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Figura ��	� Diagrama de continuaci�on de la temperatura �a� y el peso molecular �b�
empleando la temperatura de la corriente de alimentaci�on �Tin� como par�ametro de con�
tinuaci�on�

� Concentraci�on de alimentaci�on del iniciador

En los diagramas de bifurcaci�on de la temperatura y peso molecular empleando la con�
centraci�on del iniciador en la corriente de alimentaci�on como par�ametro de continuaci�on
a diferentes �ujos de alimentaci�on de mon�omero se observa nuevamente conducta de tipo
hist�eresis� A diferencia de los diagramas anteriores� en la �gura ��		 no se observa un
patr�on en funci�on del incremento�decremento del valor del par�ametro secundario y se pre�
senta cruce de las curvas de estados estacionarios para diferentes �ujos de alimentaci�on�
Se encontr�o una soluci�on de tipo Hopf en la curva correspondiente al �ujo de alimentaci�on
menor �curva 
� mientras que el punto de operaci�on �optimo se encuentra en la curva ��

� Temperatura de alimentaci�on del medio de enfriamiento

En la �gura ��	� se muestran los diagramas de bifurcaci�on para la temperatura y peso
molecular empleando la temperatura de alimentaci�on del agua de enfriamiento como
par�ametro de continuaci�on� Puede observarse comportamiento del tipo hist�eresis para
diferentes �ujos de alimentaci�on� En este caso no se aprecia un patr�on de�nido al cam�
biar el valor del �ujo de alimentaci�on� y se observa cruce de las diferentes curvas� Se
puede observar que� para los valores del �ujo de alimentaci�on de mon�omero analizados�
a temperaturas de alimentaci�on del agua de enfriamiento mayores a 

� oK el sistema
presenta s�olo un estado estacionario� Se detect�o una soluci�on del tipo Hopf para el valor
menor del �ujo de alimentaci�on �curva 
� y el punto �optimo de operaci�on pertenece a la
curva ��
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Figura ��		 Diagrama de continuaci�on de la temperatura �a� y el peso molecular �b�
empleando la concentraci�on de alimentaci�on del iniciador �CIin� como par�ametro de con�
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Figura ��	� Diagrama de continuaci�on de la temperatura �a� y el peso molecular �b�
empleando la temperatura de alimentaci�on del agua de enfriamiento �Two� como par�ametro
de continuaci�on�

� Area
El diagrama de continuaci�on empleando al �area de transferencia como par�ametro de con�
tinuaci�on se muestra en la �gura ��	
� Se detecta una regi�on de operaci�on con estados
estacionarios inestables� pero que carece de signi�cado f��sico �A � ��� Se detecta otra
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regi�on de operaci�on �A 	 �� en el que se aprecian tres estados estacionarios� En este caso
se nota que para �areas mayores a � m�� se tienen pr�acticamente los mismos tres estados
estacionarios en el sistema� siendo el intermedio inestable� As�� podemos a�rmar que para
A 	 � m� el sistema es pr�acticamente independiente del �area de transferencia de calor ya
que los tres estados estacionarios no cambian conforme aumenta el �area� En esta �gura
se puede apareciar con claridad que el punto de operaci�on �optimo pr�acticamente es un
punto l��mite� por lo que si se redujera un poco el �area de transferencia �sin que ning�un otro
par�ametro cambiara� el sistema necesariamente tendr��a que operar en la curva superior
correspondiente a la regi�on de alta temperatura�
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Figura ��	
 Diagrama de continuaci�on de la temperatura �a� y el peso molecular �b�
empleando al �area �A� como par�ametro de continuaci�on�

����� Diagramas de bifurcaci�on con multiplicidades de entrada

e islas

En la secci�on ��	�
 se encontr�o anal��ticamente que podr��an existir soluciones aisladas
cuando el par�ametro � era el �ujo de alimentaci�on de mon�omero� Al observar la ex�
presi�on ���

�F

�q
�x�in�x�� x�inw�p�Dape

b

�q�w�Dapeb�Dafme�fmb��
�

�
w�Dape

b�Dafme
�fmb�� q�

��q�DaIe�I b�

�

se puede notar que �F��q depende �unicamente de x�� q y de cuatro de los par�ametros
del sistema que se consideraron relevantes para el control qI � x�in� x�in y x�in�
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Para determinar num�ericamente los puntos en los que las soluciones aisladas surgen y
desaparecen� es necesario resolver simult�aneamente las tres ecuaciones de la expresi�on ��	�

F �x� �� �
�F �x� ��

��
�
�F �x� ��

�x
� �

Por tanto se tiene un sistema de tres ecuaciones y tres inc�ognitas� Las inc�ognitas son
x�� q y alguno de los par�ametros qI � x�in� x�in y x�in� de tal forma que podr��an existir solu�
ciones aisladas para cada uno de �estos par�ametros secundarios� Los puntos de nacimiento
y muerte de islas se muestran en la tabla ��	�

Tabla ��	 Puntos de nacimiento y muerte de islas�

�� x� q Valor T F Valor �unidades�
�� �oK� �m��h� ��

qI ��	��
 ��
��� ������ 
����
 ��
��� ������ �m��h�
	����
 �����	 �����	 
����� �����	 �����	 �m��h�

x�in ������ �����
 ������ 
�
��� �����
 ������ �kgmol�m��
	����� ������ ������ 
�
��� ������ ��
��� �kgmol�m��

x�in ��	��
 ��
��� ��	��� 
����
 ��
��� 	��
�� �kgmol�m��
	����
 �����	 ������ 
����� �����	 ���
�� �kgmol�m��

x�in 	�	��� ������ 	�
��� 

���� ������ 
����� �oK�
��	�	� ��
�
� ������ 
����� ��
�
� 
����� �oK�

De esta manera se comprueba matem�aticamente la presencia de islas para los cuatro
par�ametros� Esto implica que� ya que el sistema presenta soluciones aisladas� necesaria�
mente presenta multiplicidades de entrada� A continuaci�on se presentan los diagramas de
bifurcaci�on empleando al �ujo de alimentaci�on de mon�omero como par�ametro de conti�
nuaci�on para cada uno de los cuatro par�ametros secundarios�

En la �gura ��	� se muestra el diagrama de bifurcaci�on empleando como par�ametro
de continuaci�on al �ujo de alimentaci�on de mon�omero a diferentes valores del �ujo de
iniciador� Puede apreciarse que para valores del �ujo de iniciador en el rango ������������	
kgmol�m� �rango de nacimiento�muerte de islas� se presentan soluciones aisladas �v�eanse
las curvas 
 y ��� Para valores del �ujo de iniciador mayores a �����	 kgmol�m�� las
soluciones aisladas desaparecen y existen multiplicidades de entrada y de salida �curvas 	 y
��� Puede notarse que a medida que se incrementa el �ujo de alimentaci�on de mon�omero el
sistema presenta �unicamente un estado estacionario� siendo pr�acticamente independiente
del �ujo de iniciador� La curva � corresponde al punto de operaci�on �optimo� Cabe
mencionar que �este es el �unico caso en el que se encontr�o que la curva correspondiente al
punto de operaci�on �optimo presentara puntos de bifurcaci�on de Hopf�

En los diagramas de bifurcaci�on para la temperatura y el peso molecular empleando el
�ujo de alimentaci�on de mon�omero como par�ametro de continuaci�on� a diferentes condi�
ciones de concentraciones de iniciador� concentraciones de mon�omero y temperatura de
agua de enfriamiento en la corriente de alimentaci�on� se puede apreciar un comportamiento
similar al observado en la �gura ��	��
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Figura ��	� Diagrama de continuaci�on de la temperatura �a� y el peso molecular �b�
empleando al �ujo de alimentaci�on de mon�omero �F � como par�ametro de continuaci�on a
diferentes �ujos de iniciador en la corriente de alimentaci�on�

En las �guras ��	�� ��	� y ��	� puede apreciarse que para los valores de los par�ametros
de operaci�on dentro de los rangos de nacimiento�muerte de islas se presentan soluciones
aisladas� Para valores de los par�ametros superiores a esos rangos se presentan multiplici�
dades de entrada y de salida�
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Figura ��	� Diagrama de continuaci�on de la temperatura �a� y el peso molecular �b�
empleando al �ujo de alimentaci�on de mon�omero �F � como par�ametro de continuaci�on a
diferentes concentraciones de mon�omero en la corriente de alimentaci�on�

En las curvas correspondientes al punto de operaci�on �optimo se observa una regi�on
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de unicidad para valores del �ujo de alimentaci�on de mon�omero mayores al valor �optimo
�	 kgmol�m��� En los cuatro casos estudiados se detect�o un m�aximo de tres estados
estacionarios y diversas soluciones peri�odicas del tipo Hopf�
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Figura ��	� Diagrama de continuaci�on de la temperatura �a� y el peso molecular �b�
empleando al �ujo de alimentaci�on de mon�omero �F � como par�ametro de continuaci�on a
diferentes concentraciones de iniciador en la corriente de alimentaci�on�

Es importante recalcar que para que el sistema presente soluciones aisladas es necesario
que simult�aneamente se modi�quen el �ujo de alimentaci�on de mon�omero y alguno de los
cuatro par�ametros secundarios� Analizando la tabla ��	 puede notarse que los valores de
los par�ametros secundarios en los puntos de nacimiento�muerte de islas son menores a los
valores de estos par�ametros en el punto de operaci�on �optimo� Tambi�en puede apreciarse
que el valor de q en los puntos de nacimiento�muerte de islas es similar en los cuatro
casos ���
� � q � ������ Esto representa una reducci�on en el �ujo de alimentaci�on de
mon�omero de m�as del ��� con respecto al valor nominal� As��� para que surjan soluciones
aisladas en el sistema es necesario que simult�aneamente disminuya el �ujo de alimentaci�on
de mon�omero y alguno de los par�ametros secundarios� Por ejemplo� para que surjan
soluciones aisladas cuando el par�ametro secundario es la concentraci�on de alimentaci�on
de iniciador se requiere que el �ujo de alimentaci�on de mon�omero disminuya en ��� y
que la concentraci�on de iniciador en la alimentaci�on disminuya en 
��� estos cambios con
respecto a los valores nominales de los par�ametros� Podemos notar que esto implicar��a
cambios bastante signi�cativos en el sistema�

La situaci�on anterior tiene un resultado similar para los casos en que el par�ametro
secundario es el �ujo de alimentaci�on de iniciador o la concentraci�on de alimentaci�on de
mon�omero� Esto es� la probabilidad de que los dos cambios sucedan simult�aneamente es
relativamente baja� El �unico caso en el que el surgimiento de islas es m�as factible es cuando
el par�ametro secundario es la temperatura de la corriente de alimentaci�on� En este caso
se requiere una disminuci�on considerable en el �ujo de alimentaci�on del mon�omero ������



Cap��tulo �� An�alisis de Multiplicidad y Bifurcaci�on ��

pero una disminuci�on muy peque�na en la temperatura de la corriente de alimentaci�on
��	�����
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Figura ��	� Diagrama de continuaci�on de la temperatura �a� y el peso molecular �b�
empleando al �ujo de alimentaci�on de mon�omero �F � como par�ametro de continuaci�on a
diferentes temperaturas de la corriente de alimentaci�on�

��� Conclusiones

La teor��a de singularidad es una herramienta muy �util en el an�alisis de multiplicidad� Nos
permite detectar anal��ticamente la posible existencia de multiplicidades de entrada� salida
e islas en un sistema dado� Esto es� proporciona informaci�on sobre la posibilidad de que
existan o no multiplicidades� Adicionalmente nos permite encontrar el m�aximo n�umero
de estados estacionarios que el sistema podr��a presentar�

Sin embargo� el uso de la teor��a de singularidad tiene limitaciones� El an�alisis se realiza
alrededor de un punto singular� Esto es� el sistema se encuentra en estado estacionario�
Por tal motivo esta herramienta no es aplicable a sistemas din�amicos� Adicionalmente�
para emplear la teor��a de singularidad se requiere reducir el sistema de ecuaciones del
modelo matem�atico a una ecuaci�on algebraica� Existen muchos sistemas cuyos modelos
matem�aticos no se pueden reducir a una sola ecuaci�on� en cuyo caso no se puede aplicar
�esta teor��a de la forma descrita en este trabajo� Recientemente se ha propuesto el empleo
de la teor��a de singularidad de manera num�erica para esos casos �	
�� Este enfoque se
caracteriza por no requerir soluciones anal��ticas sin perder rigurosidad matem�atica� y se
emplean m�etodos computacionales de intervalos�

En este estudio fue posible reducir el modelo matem�atico del sistema a una ecuaci�on
algebraica para emplear la teor��a de singularidad� Se encontr�o anal��ticamente que era
posible la presencia de multiplicidades de salida y que podr��an existir al menos tres estados
estacionarios� Se seleccionaron siete par�ametros que se consideraron relevantes para el
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control ya que podr��an ser variables manipuladas o posibles perturbaciones� Se aplic�o la
teor��a de singularidad para determinar la posible existencia de multiplicidades de entrada
con respecto a esos siete par�ametros� Anal��ticamente se encontr�o que el �unico par�ametro
para el que podr��an existir multiplicidades era el �ujo de alimentaci�on de mon�omero �q��
Adicionalmente se encontr�o que podr��an existir soluciones aisladas entre x� y q�

La teor��a de singularidad proporciona informaci�on sobre la posible existencia de mul�
tiplicidades� Los diagramas de bifurcaci�on con�rman esta existencia� Los diagramas de
bifurcaci�on son un medio de informaci�on relevante para la operaci�on y el control de proce�
sos� Permiten detectar el tipo y n�umero de estados estacionarios que un sistema presenta
en un rango dado de par�ametros�

Se realizaron los diagramas de continuaci�on para el sistema empleando como par�a�
metros de continuaci�on a los siete par�ametros del sistema seleccionados con anterioridad�
A pesar de que no se veri�c�o anal��ticamente el m�aximo n�umero de soluciones en estado
estacionario del modelo matem�atico del reactor de polimerizaci�on� por medio de los dia�
gramas de bifurcaci�on se encontraron hasta tres estados estacionarios� Se comprob�o que
existen multiplicidades de entrada �unicamente cuando el par�ametro de continuaci�on es el
�ujo de alimentaci�on de mon�omero�

De los diagramas de continuaci�on se puede notar que el punto �optimo de operaci�on
de�nido por Lewin y Bogle ��
� es estable a lazo abierto� Sin embargo peque�nos cam�
bios impuestos sobre la operaci�on pueden causar serios problemas de control� ya que
pr�acticamente es un punto l��mite�

De las �guras ������	
� referentes a multiplicidades de salida� uno esperar��a intuitiva�
mente problemas de operabilidad� Por ejemplo� como se observa de la �gura ����a�� un
aumento peque�no en el �ujo del iniciador causar�a un salto repentino en la temperatura
de operaci�on del reactor� Por otra parte un incremento en el �ujo del medio de enfria�
miento �curva ��� para contrarestar el anterior aumento de temperatura� podr��a dar lugar
a un r�egimen de operaci�on oscilatorio tal como se muestra en la �gura ���� Conductas
semejantes a la descrita se observan en el resto de los diagramas de multiplicidades de
salida�

Se determinaron los puntos de nacimiento y muerte de islas� mismos que se com�
probaron num�ericamente� Las multiplicidades de entrada e islas tambi�en representan
problemas operacionales� Por ejemplo de la �gura ��	��a� observamos que una peque�na
reducci�on del �ujo de alimentaci�on de mon�omero causar�a un salto en la temperatura del
reactor �curva ��� Reduciendo a�un m�as dicho �ujo el reactor presentar�a multiplicidades
de entrada� Una reducci�on en el �ujo de iniciador causar�a la aparici�on de regiones de
operaci�on aisladas� Las �guras restantes de multiplicidades de entrada e islas muestran
conductas semejantes a la discutida antes ��guras ��	����	��� Es importante notar que
el diagrama de continuaci�on correspondiente al punto de operaci�on �optimo� empleando al
�ujo de alimentaci�on de mon�omero como par�ametro de continuaci�on� presenta multiplici�
dades de entrada�

Con base en los diagramas de continuaci�on obtenidos se puede detectar el sentido de
los cambios en los par�ametros que resultan en problemas operacionales� Estos cambios
son

� Incremento del �ujo de alimentaci�on de iniciador�
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� Disminuci�on del �ujo de alimentaci�on del medio de enfriamiento�

� Incremento en la concentraci�on de alimentaci�on de mon�omero�

� Incremento en la temperatura de la corriente de alimentaci�on�

� Incremento en la concentraci�on de alimentaci�on de iniciador�

� Incremento en la temperatura de alimentaci�on del medio de enfriamiento�

� Disminuci�on en el �area de transferencia de calor�

� Disminuci�on en el �ujo de alimentaci�on de mon�omero�

Lo anterior implica que cambios muy peque�nos en esos sentidos no son deseables ya que
provocar��an cambios radicales en el punto de operaci�on del sistema� Cambios peque�nos de
los par�ametros en el sentido opuesto pr�acticamente no modi�car��an el punto de operaci�on�

Con los resultados obtenidos en este cap��tulo podemos concluir que el problema de
control a lazo cerrado� en el punto �optimo de operaci�on� ser�a dif��cil� independientemente de
la ley de control empleada� La presencia de regiones de operaci�on inestables no deber��an
presentar serios problemas de control� Sin embargo� la presencia de multiplicidades de
entrada puede dar lugar al surgimiento de ceros positivos en la funci�on de transferencia
del sistema� lo cual implica limitaciones en la velocidad de respuesta del sistema a lazo
cerrado� Adicionalmente� ya que el punto de operaci�on es pr�acticamente un punto l��mite�
un cambio peque�no de alg�un par�ametro en un sentido �aumento�diminuci�on dependiendo
del par�ametro en cuesti�on� puede pasar desapercibido� mientras que si el cambio peque�no
es en el sentido opuesto puede resultar en regiones de operaci�on de altas temperaturas�
Una posible forma de remover algunos de los problemas operacionales discutidos antes� y
mejorar la operabilidad del sistema� consiste en modi�car los par�ametros de dise�no y�u
operaci�on del sistema�
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Cambios en el Dise�no y en la

Operaci�on

El estudio de la conducta no lineal de un sistema dado es importante para su operaci�on
y control ya que se pueden detectar las distintas regiones de operaci�on presentes y es
posible predecir el efecto del cambio de los par�ametros del sistema sobre su operaci�on�
En el cap��tulo anterior se present�o el an�alisis del efecto de cambios en algunos par�ametros
por medio de los diagramas de bifurcaci�on� En este cap��tulo se presenta este an�alisis por
medio del empleo de distintos diagramas de multiplicidad global del sistema�

��� Diagramas de Multiplicidad Global

Los diagramas de multiplicidad global proporcionan informaci�on sobre el tipo de dia�
gramas de multiplicidad o continuaci�on que se pueden presentar con respecto a dos
par�ametros dados�
Los diagramas de multiplicidad se obtienen empleando la teor��a de singularidad� El

primer paso es seleccionar un par�ametro que tenga valores limitados por cuestiones f��sicas
y para el que se desee conocer los tipos de diagramas de continuaci�on presentes� Un
par�ametro empleado con frecuencia es el �ujo de alimentaci�on del medio de enfriamiento�
ya que es una variable importante en el control del sistema porque com�unmente es una
variable manipulada� Es claro que los l��mites f��sicos del �ujo del medio de enfriamiento
son ������
El siguiente paso es determinar los puntos a partir de los que surgen m�ultiples estados

estacionarios� Como se mencion�o en la secci�on 	�
�� para que exista hist�eresis es necesario
que se cumpla la condici�on 	�
� y la condici�on 	�
� para k � �� As�� se tiene un sistema
de tres ecuaciones

F �x� �� �
�F �x� ��

�x
�
��F �x� ��

�x�
� � ���
�

Para evaluar alguna soluci�on de un sistema de ecuaciones es necesario� en principio�
tener el mismo n�umero de ecuaciones y de inc�ognitas� En nuestro caso� el estado x es x�
y es necesario seleccionar dos par�ametros ��� y ����

��
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El procedimiento es entonces resolver el sistema de ecuaciones �condiciones ��
� para
diferentes valores de qcw dentro del rango factible de operaci�on� Con esta informaci�on se
tienen los puntos que dividen el espacio de par�ametros ����� entre la regi�on de unicidad
y la regi�on de multiplicidad �regi�on donde existe hist�eresis��
Para generar el primer diagrama de multiplicidad global se seleccionaron al volumen

adimensional ��� y al calor de reacci�on adimensional ��� como los par�ametros ��� y ����
En la �gura ��
 se muestra el diagrama de multiplicidad global del volumen adimensional
��� contra el calor de reacci�on adimensional ���� La curva s�olida ����� representa
la divisi�on del espacio � � � entre la regi�on de unicidad �denominada regi�on I� y la de
multiplicidades�
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Figura ��
 Diagrama de multiplicidad global del volumen adimensional ��� contra el
calor de reacci�on adimensional ��� �a� y vista ampliada �b��

El siguiente paso es determinar las distintas regiones presentes dentro del �area de
multiplicidades para las que se tendr�an los distintos tipos de diagramas de bifurcaci�on�
Para delimitar las regiones presentes se resuelve la funci�on y la primera derivada del
sistema para qcw � � dividiendo el �area de multiplicidades en dos regiones �� � ���
Se resuelve el mismo sistema para qcw � � dividiendo el �area de multiplicidades en
otras dos regiones ������ Esto resulta en cuatro regiones distintas dentro del �area de
multiplicidades �regiones II� III� IV y V� cada una de las cuales tendr�a un diagrama de
continuaci�on particular� El punto de operaci�on �optimo pertenece a la regi�on II y est�a
marcado en la �gura ��
 por el s��mbolo ����
Los diagramas de continuaci�on del �ujo de alimentaci�on del medio de enfriamiento

correspondientes a cada una de las regiones de operaci�on del diagrama de multiplicidad
global de la �gura ��
 se muestran en la �gura ����
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enfriamiento como par�ametro de continuaci�on� para las diferentes regiones del diagrama
de multiplicidad global de � vs� � �Figura ��
��
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Un aspecto interesante de los estudios de multiplicidad es la aparici�on de bifurcaciones
disjuntas ���� ���� Las bifurcaciones disjuntas resultan en regiones de operaci�on infactibles
ya que se tienen ramas de soluciones de estado estacionario que est�an desconectadas
�v�eanse los diagramas �c�� �d� y �e� de la �gura ����� Este comportamiento surge cuando
hay l��mites en los valores f��sicos de los par�ametros o estados� As�� se tendr�an regiones de
operaci�on infactibles ��disjuntas cuando el �ujo de agua de enfriamiento tiende a cero y
��disjuntas cuando el �ujo tiende a in�nito�
El diagrama �a� de la �gura ��� corresponde a la regi�on I �regi�on de unicidad�� El

diagrama �b� es la regi�on de hist�eresis y se denomina regi�on II� En esta regi�on existen
tres estados estacionarios y la curva de multiplicidad es cont��nua� Puede observarse que
el diagrama de continuaci�on de la regi�on II es similar a los diagramas encontrados previa�
mente para los valores de � y � en el punto de operaci�on �optimo �v�ease la �gura 	���a���
El diagrama de continuaci�on �c� es el de la regi�on III� Esta regi�on es el �area entre las
curvas derivadas de resolver el sistema cuando qcw � �� Esta regi�on presenta tres estados
estacionarios pero la curva de multiplicidad es discontinua para valores de qcw��� En esta
regi�on aparecen bifurcaciones ��disjuntas� El diagrama �d� corresponde a la regi�on IV�
Esta regi�on es el �area entre las curvas derivadas al resolver el sistema cuando qcw � �
y corresponde a la presencia de bifurcaciones ��disjuntas� Esta regi�on tambi�en presenta
tres estados estacionarios pero la curva es discontinua cuando qcw � �� El diagrama de
la �gura �e� corresponde a la regi�on V� En esta regi�on se presentan tanto bifurcaciones
��disjuntas como ��disjuntas� La regi�on V es la intersecci�on de las curvas derivadas al
resolver el sistema para qcw � � y qcw � �� Se observan tres estados estacionarios pero
la curva es discontinua tanto cuando qcw � � como para cuando qcw ���
Se emple�o el procedimiento descrito anteriormente para generar diagramas de multi�

plicidad global para distintos pares de par�ametros� A continuaci�on se presenta el an�alisis
del efecto de cambios en los par�ametros de operaci�on� de dise�no y errores de modelamiento
sobre la operaci�on del sistema mediante los diagramas de multiplicidad global�

��� Efectos de Cambios en el Dise�no

Los efectos de cambios de par�ametros de dise�no y�o errores de modelamiento se estudia�
ron mediante varios diagramas de multiplicidad global� Los diagramas y su an�alisis se
muestran a continuaci�on�

����� Volumen contra calor de reacci�on

En la �gura ��
 se encuentra el diagrama de multiplicidad global del volumen adimensional
��� contra el calor de reacci�on adimensional ����
A partir de este diagrama puede apreciarse el efecto de cambios en el volumen del

reactor ��� y�o en el calor de reacci�on ��� sobre la respuesta del sistema� El punto de
operaci�on �optimo correspondiente a � � ��� y � � ���
 pertenece a la regi�on II� La
regi�on de unicidad �regi�on I� se presenta a valores de � peque�nos independientemente
del valor de �� o a valores muy altos del volumen adimensional� pr�acticamente para
cualquier valor de �� Esto es consistente con la regla heur��stica que establece que �los
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problemas de multiplicidades pueden reducirse al incrementar el volumen del reactor��
Para eliminar multiplicidades en el problema en cuesti�on modi�cando �unicamente un
par�ametro se deber��a emplear un volumen adimensional al menos cinco veces mayor al
nominal� o un calor de reacci�on adimensional equivalente al 	�� del calor de reacci�on
nominal� Cualquiera de esas medidas colocar��an al sistema en la regi�on de unicidad�

����� Volumen contra �area

En la �gura ��� se puede apreciar el diagrama de multiplicidad global del volumen adi�
mensional ��� contra el �area de transferencia de calor �A��
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Figura ��� Diagrama de multiplicidad global del volumen adimensional ��� contra el �area
�A� �a� y vista ampliada �b��

Este diagrama resulta muy interesante� La divisi�on entre hist�eresis y unicidad se
encuentra en una regi�on infactible ��areas negativas�� Se detecta una regi�on de unicidad
factible para valores muy peque�nos del �area y muy altos de �� La forma de este diagrama
result�o diferente al diagrama de � contra �� En este caso las curvas que delimitan la
regi�on III son rectas� La regi�on V es una peque�na zona correspondiente a valores de � y
�area muy peque�nos� Con este diagrama se vuelve a demostrar la heur��stica que establece
que �las multiplicidades se pueden reducir incrementando la dimensi�on del reactor� ya que
para eliminar multiplicidades es necesario incrementar el volumen adimensional del reactor
���� Se puede apreciar que modi�cando el �area no se pueden eliminar multiplicidades�
Esta informaci�on complementa lo encontrado en el diagrama 	�
� en el que se observ�o
que para A � � m� los estados estacionarios eran independientes a los cambios del �area
de transferencia�
En la �gura ��	 se presentan los diagramas de continuaci�on correspondientes a cada

una de las cinco regiones de operaci�on mostradas en el diagrama de multiplicidad global
de � contra �area ��gura �����



Cap��tulo �� Cambios en el Dise�no y en la Operaci�on ��

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
3.6

3.7

3.8

3.9

4

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

Flujo adimensional de agua de enfriamiento

T
em

pe
ra

tu
ra

 a
di

m
en

si
on

al
Region I

alfa = 5.0

area = 0.5

�a�

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

Flujo adimensional de agua de enfriamiento

T
em

pe
ra

tu
ra

 a
di

m
en

si
on

al

Region II

alfa = 5

area = 2

�b�

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

Flujo adimensional de agua de enfriamiento

T
em

pe
ra

tu
ra

 a
di

m
en

si
on

al

Region III

alfa = 1.1
area = 2.0

�c�

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

Flujo adimensional de agua de enfriamiento

T
em

pe
ra

tu
ra

 a
di

m
en

si
on

al

Region IV

alfa = 5
area = 1

�d�

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

Flujo adimensional de agua de enfriamiento

T
em

pe
ra

tu
ra

 a
di

m
en

si
on

al

Region V

alfa = 1.5

area = 0.2

�e�

Figura ��	 Diagramas de continuaci�on de la temperatura empleando al �ujo del medio de
enfriamiento como par�ametro de continuaci�on� para las diferentes regiones del diagrama
de multiplicidad global de � vs� A �Figura �����
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Puede apreciarse que aunque los diagramas de multiplicidad global ��
 y ��� son di�
ferentes� los diagramas de continuaci�on de cada �area son similares� El diagrama de con�
tinuaci�on de la regi�on II ��gura ��	�b�� es el diagrama de continuaci�on de la temperatura
adimensional contra qcw empleando las condiciones de �area y � en el punto �optimo de
operaci�on� En el diagrama se denota el punto de operaci�on �optimo usando el s��mbolo ���
mientras que el s��mbolo ��� denota un punto de bifurcaci�on de Hopf�

����� Damk�ohler de iniciaci�on contra calor de reacci�on

En la �gura ��� se puede apreciar el diagrama de multiplicidad global del n�umero adi�
mensional de Damk�ohler de iniciaci�on �DaI� contra el calor de reacci�on adimensional
����
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Figura ��� Diagrama de multiplicidad global del n�umero de Damk�ohler de iniciaci�on
�DaI� contra el calor de reacci�on adimensional ��� �a� y vista ampliada �b��

Los par�ametros DaI y � son par�ametros cin�eticos� por lo que realmente no se modi�
�can con el dise�no del reactor� El prop�osito de este an�alisis fue determinar el efecto de
errores de modelamiento en la velocidad de reacci�on de iniciaci�on �representado de forma
adimensional como DaI� y�o del calor de reacci�on adimensional ��� sobre la operaci�on
del sistema� El punto de operaci�on �optimo se encuentra marcado por el s��mbolo ��� y
corresponde a un valor de DaI de 	���� � 
���� En este diagrama se aprecia que para
que el sistema cambie de regi�on de operaci�on el n�umero adimensional de Damk�ohler de
iniciaci�on deber��a tener un valor diez veces mayor al valor nominal �� � 
����� Esto
implicar��a tener errores de modelamiento de DaI muy grandes� Con respecto al calor
de reacci�on adimensional del diagrama podemos notar que �este deber��a tener un valor
��� mayor al valor nominal para que el sistema cambiara de regi�on de operaci�on� Con
base en lo anterior podemos concluir que si se tienen errores de modelamiento de DaI
y � dentro de rangos aceptables �� �� � ���� y hasta mayores� el punto de operaci�on
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del sistema continuar��a en la regi�on II� Este diagrama nos dice que el comportamiento
tipo hist�eresis no se modi�car�a aun en presencia de incertidumbres relativamente altas en
�estos par�ametros�

����� Damk�ohler de propagaci�on contra calor de reacci�on

En la �gura ��� se puede apreciar el diagrama de multiplicidad global del n�umero adi�
mensional de Damk�ohler de propagaci�on �Dap� contra el calor de reacci�on adimensional
����
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Figura ��� Diagrama de multiplicidad global del n�umero de Damk�ohler de propagaci�on
�Dap� contra el calor de reacci�on adimensional ��� �a� y vista ampliada �b��

El prop�osito de este an�alisis� al igual que en el caso del Damk�ohler de iniciaci�on� fue
determinar el efecto de errores de modelamiento� Se estudi�o el efecto de errores en la
velocidad de reacci�on de la propagaci�on� representado en forma adimensional como Dap�
con un valor de ���� � 
�� en el punto �optimo �denotado en la �gura con el s��mbolo
����� En este diagrama se puede apreciar que la regi�on II tiene un �area menor a la
del diagrama ���� En este caso si Dap y�o � tienen errores de modelamiento aceptables
�� �� � ���� el sistema se mantendr��a operando en la regi�on II� Sin embargo� si los errores
fuesen mayores �� � ���� el punto de operaci�on cambiar��a de la regi�on II a la regi�on III
�o IV dependiendo del sentido del error�
Como puede apreciarse en la �gura ����b�� en este diagrama no se encontr�o una

regi�on V de operaci�on� esto es� no existe una regi�on en la que conjuntamente existan
bifurcaciones ��disjuntas y ��disjuntas�
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��� Efectos de Cambios en la Operaci�on

Se analizaron los efectos de cambios de algunos par�ametros de operaci�on sobre los diagra�
mas de multiplicidad global� Se tom�o como punto de referencia el diagrama de multipli�
cidad global de � contra � ��gura ��
�� Los cambios que se analizaron fueron cambios en
los �ujos de alimentaci�on de iniciador y mon�omero� y en las temperaturas de alimentaci�on
del medio de enfriamiento y de la corriente de alimentaci�on� Es claro que en los diagramas
de multiplicidad global resultantes no es posible localizar el punto de operaci�on �optimo
ya que se modi�c�o el valor de alg�un par�ametro del sistema que se encuentra impl��cito en
el valor del punto �optimo de operaci�on�

����� Volumen contra calor de reacci�on a Two ��	


En la �gura ��� se puede apreciar el diagrama de multiplicidad global del volumen adi�
mensional ��� contra el calor de reacci�on adimensional ��� cuando la temperatura de
alimentaci�on del medio de enfriamiento se incrementa en ����
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Figura ��� Diagrama de multiplicidad global del volumen adimensional ��� contra el
calor de reacci�on adimensional ��� cuando se incrementa la temperatura de alimentaci�on
del medio de enfriamiento en ��� �a� y vista ampliada �b��

Puede apreciarse que el diagrama de multiplicidad global es muy sensible a cambios
en la temperatura de alimentaci�on del agua de enfriamiento� El diagrama obtenido al
incrementar el agua de enfriamiento en ��� ��gura ���� presenta una morfolog��a dife�
rente a la del diagrama original ��gura ��
�� La pendiente de la curva de hist�eresis es
completamente diferente y se aprecia una disminuci�on en las escalas� Se observa que al
incerementar la temperatura de alimentaci�on del agua de enfriamiento se reduce la regi�on
de multiplicidades�
Puede apreciarse que si se emplearan los valores de � y � correspondientes al punto

�optimo de operaci�on ���� y ���
� respectivamente�� el nuevo estado estacionario perte�
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necer��a a la regi�on de unicidad� Esto concuerda con lo encontrado en el diagrama de
continuaci�on empleando la temperatura de alimentaci�on del agua de enfriamiento como
par�ametro de continuaci�on �v�ease la curva � de la �gura 	�
��a��� En ese diagrama se
aprecia que si Two���
��

oK �incremento del ���� el sistema tendr��a �unicamente una
soluci�on localizada en la regi�on de altas temperaturas�
El emplear una temperatura de alimentaci�on de agua de enfriamiento mayor a la

temperatura de alimentaci�on de mon�omero es il�ogico en un sistema exot�ermico� Eviden�
temente el medio de enfriamiento contribuir��a a incrementar la temperatura de reactor en
lugar de reducirla� Este diagrama nos sirve para comprender c�omo se modi�ca el diagrama
de multiplicidad global cuando se cambia alg�un par�ametro de operaci�on del sistema� en
este caso la temperatura de alimentaci�on del medio de enfriamiento�

����� Volumen contra calor de reacci�on a Tin ��	


En la �gura ��� se puede apreciar el diagrama de multiplicidad global del volumen adi�
mensional ��� contra el calor de reacci�on adimensional ��� cuando la temperatura de la
corriente de alimentaci�on se incrementa en ����
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Figura ��� Diagrama de multiplicidad global del volumen adimensional ��� contra el
calor de reacci�on adimensional ��� cuando se incrementa la temperatura de la corriente
de alimentaci�on en ��� �a� y vista ampliada �b��

El diagrama de multiplicidad global de � contra � se modi�ca al incrementar ���
el valor de la temperatura de la corriente de alimentaci�on �Tin�	��

oK�� La forma es
similar� pero se aprecia un cambio en las escalas de los diagramas� En este caso la zona
de operaci�on con multiplicidades es muy reducida� �unicamente una peque�na parte de las
regiones II y IV pertenecen a esta zona� Para que se presentaran las dem�as regiones
�III y V� el valor del volumen del reactor tendr��a que ser menor al volumen del medio
de enfriamiento �� deber��a ser muy peque�no�� Si el sistema estuviese operando con los
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valores de � y � en el punto �optimo� el nuevo estado estacionario pertenecer��a a la regi�on
de unicidad�

����� Volumen contra calor de reacci�on a F ��	


En la �gura ��� se puede apreciar el diagrama de multiplicidad global del volumen adi�
mensional ��� contra el calor de reacci�on adimensional ��� cuando el �ujo de alimentaci�on
de mon�omero se incrementa en ����
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Figura ��� Diagrama de multiplicidad global del volumen adimensional ��� contra el calor
de reacci�on adimensional ��� cuando se incrementa el �ujo de alimentaci�on de mon�omero
en ��� �a� y vista ampliada �b��

El efecto del cambio de ��� en el �ujo de alimentaci�on de mon�omero sobre el dia�
grama de multiplicidad global de � contra � es muy limitado� La forma del diagrama
es pr�acticamente igual y se detectaron �unicamente peque�nos cambios en las �areas de las
distintas regiones y en sus puntos de cruce�
Si el sistema operara con los valores de � y � correspondientes al punto �optimo� el nuevo

punto de operaci�on se localizar��a en la regi�on II� Esto se comprueba con el diagrama de
continuaci�on cuando el par�ametro de continuaci�on es el �ujo de alimentaci�on de mon�omero
�v�ease la curva 
 de la �gura 	�
��a��� en donde se observa que si F�
�� kgmol�m�� el
sistema se encontrar��a operando en la regi�on de hist�eresis�

����� Volumen contra calor de reacci�on a FI ��	


En la �gura ��
� se puede apreciar el diagrama de multiplicidad global del volumen
adimensional ��� contra el calor de reacci�on adimensional ��� cuando el �ujo de iniciador
se incrementa en ����
El efecto del cambio de ��� en el �ujo de iniciador en la alimentaci�on sobre el diagrama

de multiplicidad global de � contra � es pr�acticamente igual al encontrado en el caso
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anterior �incremento de ��� en el �ujo de alimentaci�on de mon�omero�� Los diagramas
son muy similares� Nuevamente� si se operara con los valores de � y � en el punto �optimo
y un �ujo de alimentaci�on de iniciador de ������ kgmol�m�� el nuevo punto de operaci�on
estar��a localizado en la regi�on II� Esto se comprueba con los diagramas de bifurcaci�on
empleando al �ujo de alimentaci�on de iniciador como par�ametro de continuaci�on �v�ease
la �gura 	����

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

10

20

30

40

50

60

beta

a
lfa

FI +20%

- - -  0-disjunta

- . -  inf-disjunta

I

II

IV

�a�

2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

beta

a
lfa

FI +20%

- - -  0-disjunta
- . -  inf-disjunta

II

III

IV

V

�b�

Figura ��
� Diagrama de multiplicidad global del volumen adimensional ��� contra el
calor de reacci�on adimensional ��� cuando se incrementa el �ujo de iniciador en la ali�
mentaci�on en ��� �a� y vista ampliada �b��

��� Conclusiones

Los diagramas de multiplicidad global permiten detectar las distintas regiones de mul�
tiplicidad presentes en el espacio de par�ametros �� � �� de un sistema dado y el tipo
de diagramas de continuaci�on que se tendr�an en cada regi�on� Estos diagramas son una
herramienta importante para la operaci�on y control de procesos ya que permiten detectar
regiones de operaci�on factibles y no factibles� Esto es relevante ya que permite detectar
los puntos en los que se tienen ramas de soluciones desconectadas por limitantes f��sicas y
en los que el sistema no podr�a operar�
Por medio de estos diagramas se pueden determinar los cambios que deben realizarse en

los par�ametros �� y�o �� para cambiar de una regi�on de operaci�on a otra� Sin embargo� a
diferencia de los diagramas de continuaci�on o bifurcaci�on� estos diagramas no proporcionan
informaci�on sobre la estabilidad y�o el valor del estado estacionario resultante�
En este cap��tulo se obtuvieron varios diagramas de multiplicidad global para el reactor

de polimerizaci�on a partir de cuales se comprendi�o el efecto de cambios en distintos
par�ametros de dise�no y operaci�on sobre la operaci�on del sistema�
Con base en los resultados obtenidos en este cap��tulo se puede concluir que los dia�

gramas de multiplicidad global proporcionan informaci�on general sobre la operaci�on del
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sistema� Lo m�as relevante es que permiten detectar las regiones en las que existen bifur�
caciones ��disjuntas y ��disjuntas�
Los diagramas de multiplicidad global proporcionan informaci�on complementaria a la

informaci�on que proporcionan los diagramas de continuaci�on� Los diagramas de bifur�
caci�on proporcionan informaci�on m�as completa que la que proporcionan los diagramas de
multiplicidad global� Adicionalmente� los diagramas de bifurcaci�on se obtienen de una
manera m�as directa y sencilla que los diagramas de multiplicidad global� En resumen�
se considera que los diagramas de continuaci�on son m�as valiosos que los de multiplicidad
global y se recomienda su empleo para los an�alisis de conducta no lineal de sistemas�



Cap��tulo �

Control Robusto del Proceso

En el presente cap��tulo se presenta el dise�no del control robusto del reactor de polimeri�
zaci�on en estudio y la evaluaci�on de su desempe�no�

��� Selecci�on de la Ley de Control

Para sintetizar el controlador del proceso se usaron matrices de intervalos ya que es una
t�ecnica relativamente sencilla de usar y� bajo ciertas condiciones� asegura la estabilidad
robusta del sistema �	��� En la forma que se emplea en este trabajo� el controlador
corresponde a una ley de control proporcional �ve�ase la secci�on �����
Con base en los an�alisis de conducta no l��neal realizados en los cap��tulos anteriores

se puede esperar que el control del proceso no ser�a sencillo� Adicionalmente� ya que el
controlador no contempla acci�on integral� se pueden esperar desviaciones en relaci�on al
punto deseado de control�

��� Selecci�on de Variables Controladas y Manipula	

das

La selecci�on de las variables a controlar y manipular se realiz�o con base en los resultados
obtenidos del an�alisis de operabilidad realizado con anterioridad y de las restricciones de
la aplicaci�on de la teor��a de matrices de intervalos�
Con respecto a las variables controladas� es necesario tener un sistema cuadrado para

emplear los resultados de Wang y colaboradores �	��� Esto es� todos los estados del sis�
tema deben ser variables controladas� El modelo matem�atico del problema en estudio
consiste de seis ecuaciones diferenciales no lineales y seis estados �Cm� CI� T�Do� D�� Tj��
Sin embargo� como se mencion�o con anterioridad� los estados Do y D� �unicamente apare�
cen en sus respectivos balances �expresiones ��	 y ���� lo que hace que los dem�as estados
del sistema sean independientes del cambio de cualquiera de �estos dos estados� Por tal
motivo� para prop�ositos del control del proceso� se pueden emplear �unicamente cuatro
estados como variables controladas�
Con respecto a las variables manipuladas se seleccionaron aquellos par�ametros del sis�

tema que son entradas y cuya manipulaci�on fuese sencilla� Se seleccionaron el �ujo de ali�

��
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mentaci�on de mon�omero �F �� �ujo de alimentaci�on de iniciador �FI�� �ujo de alimentaci�on
del medio de enfriamiento �Fcw� y la temperatura de la corriente de alimentaci�on �Tin��
As�� se tiene de�nido el sistema a controlar �v�ease la �gura ��
�� Se controlar�an cuatro

estados �Cm� CI� T� Tj� con la manipulaci�on de cuatro variables �F� FI� Fcw� Tin��
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Figura ��
 Variables controladas y manipuladas para el reactor de polimerizaci�on�

��� Dise�no del Controlador

El procedimiento empleado para dise�nar el controlador fue similar al expuesto en la
secci�on ����	� El objetivo es determinar el valor del compensador k �que en este caso
es una matriz de 	 � 	� que satisfaga la condici�on ���� y al menos una de las condiciones
�������	
� La planta nominal linealizada alrededor del punto de operaci�on �optimo est�a
de�nida por las matrices A y B

A �

�����
�
��� �
���� ���	 ���
��� �
��� ��� ���
���
 ������ ���
 ���
��� ��� 
��
 ����


����� B �

�����
��� ��� ��� ���

���� ���� ��� ���
�
	�
 ��� ��� 
���
��� ��� �
����� ���

�����
Para generar el modelo se emple�o una incertidumbre del � ���� Se tom�o esta cifra

ya que es el m�aximo cambio real que puede sufrir la planta central� Si se tomara una
incertidumbre del 
��� o mayor� la planta inferior ser��a nula o negativa� Es muy impor�
tante enfatizar que esta incertidumbre se aplica al modelo linealizado del sistema y por
tanto no contempla directamente las no linealidades presentes en el modelo� Con esta
incertidumbre se tienen las matrices A y B superiores e inferiores
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���
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Para sintetizar el controlador k� se emple�o el m�odulo de optimizaci�on del programa
Matlab ��	� empleando cualquiera de los tres criterios de optimizaci�on ���
� ���� �o �����
El valor de la variable de decisi�on k obtenido fue

k �

�����
�
��		
 ��
�	� ���
��� �����	
������ ������� 	������ ������
������ ������ ���
�� �������

������� ����

� �
����� �����
�

�����
Para este valor de k� se cumple la condici�on ���� siendo negativos todos los eigenvalores

de la matriz bA resultante

�i� bA� �
�����
�
��
���
�
��
���
�
��
���
�
��
��	

�����
La constante c adquiere entonces un valor de 
��

� por lo que se cumple la condi�

ci�on ��	
 �aunque no se cumplen las condiciones ���� y ��	��

i� n� � �He� � ������� �	 
��


ii�
nP

i�j��
� �Hij� � ���	�� �	 
��


iii� �

�
nP

i�j��
jHijj

�
� 
��� 	 
��


Con estos resultados se asegura que el sistema ser�a robustamente estable a lazo cerrado
aun con una incertidumbre global del � ���� No hay que olvidar que esa incertidumbre
se re�ere a la planta linealizada� Es importante enfatizar que esta incertidumbre implica
que el controlador ser�a capaz de rechazar cualquier cambio en cualquier par�ametro del
modelo que implique un cambio en las matrices A y�o B dentro del rango � ���� As�� el
� de variaci�on real de alg�un par�ametro que el controlador podr�a rechazar� depender�a del
par�ametro en cuesti�on�
Se analizaron los problemas de seguimiento de se�nales y de regulaci�on para la planta

linealizada del problema en cuesti�on a lazo cerrado �v�ease la �gura ����� Los resultados
obtenidos demuestran que el controlador proporciona estabilidad robusta y estabilidad en
el desempe�no al sistema linealizado�

��� Evaluaci�on del Controlador

En la secci�on anterior se evalu�o el controlador suponiendo que la planta tiene una conducta
lineal alrededor del punto �optimo de dise�no� Con base en los estudios de multiplicidad del
sistema realizados con anterioridad es claro que el problema en estudio es altamente no
lineal� En esta secci�on se evalu�o el desempe�no del controlador por medio de simulaciones
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Figura ��� Problema de seguimiento de se�nales �a� y problema de regulaci�on para la
planta central �b�� inferior �c� y superior �d� de la planta linealizada del reactor de polime�
rizaci�on�

din�amicas del sistema no lineal original� Las simulaciones se efectuaron empleando el
simulador orientado a ecuaciones Speedup �	���
Se evalu�o el desempe�no del controlador en presencia de

� Perturbaciones en las entradas

� Incertidumbres en la planta

� Incertidumbres en las variables manipuladas

� Retrasos en las mediciones de las concentraciones de mon�omero e iniciador

� Algunas combinaciones de los casos anteriores�

En la tabla ��
 se muestra la simbolog��a empleada en los diagramas de las simulaciones
din�amicas a lazo cerrado realizadas� Los valores en los diagramas representan � de
desviaci�on relativa para cada variable o par�ametro�
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Tabla ��
 Simbolog��a empleada en los diagramas de simulaciones din�amicas�

Salidas Entradas
�Cm � � � � � �F �����
�CIin � � � � � � �FI � � � � � � � � �

�T � � � � � � � � � �Fcw � � � � � �
�Tj � � � � � � �Tin � � � � �

�PM �����

����� Perturbaciones en las entradas

Para analizar el desempe�no del controlador ante perturbaciones en las entradas se modi�
�caron las concentraciones de alimentaci�on de mon�omero y de iniciador�

� Perturbaciones en la concentraci�on de alimentaci�on de mon�omero

En la �gura ��� se muestra la simulaci�on din�amica del sistema a lazo cerrado cuando la
concentraci�on de alimentaci�on de mon�omero aumenta 
���
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Figura ��� Desviaciones en las salidas �a� y en las variables manipuladas �b� del reactor
de polimerizaci�on a lazo cerrado considerando una perturbaci�on de Cmin del 
���

Puede apreciarse que la acci�on de control es bastante grande� Fue necesario reducir
el �ujo de alimentaci�on de mon�omero 	�� ��F �	��� y el �ujo de alimentaci�on de
iniciador 	�� ��FI �	���� Con esta medida el sistema se estabiliza despu�es de ��� horas�
aunque el estado estacionario di�ere del �optimo� Las mayores desviaciones se presentan
en los valores de las concentraciones en el estado estacionario ��Cm  	� y �CI �����
mientras que el peso molecular promedio presenta una desviaci�on peque�na ��PM  ����
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Las temperaturas del reactor y del medio de enfriamiento se mantienen en los valores
correspondientes al punto �optimo�
Es importante notar que el valor nominal del �ujo de alimentaci�on de iniciador es

muy peque�no ������� m��h�� por lo que cualquier cambio en esta variable manipulada
implica una desviaci�on muy grande con respecto al valor nominal� Adicionalmente� la
m�axima reducci�on de cualquiera de los �ujos manipulados es 
���� ya que no pueden
tomar valores negativos �restricci�on f��sica�� Esto implica� f��sicamente� que la v�alvula se
cierra por completo�
En la �gura ��	 se muestra la simulaci�on a lazo cerrado cuando la concentraci�on de

alimentaci�on de mon�omero disminuye 
��� En este caso puede apreciarse que la acci�on de
control� como era de esperarse� fue en la direcci�on opuesta ��F  ��� y �FI  ����� Se
estabiliza el sistema en un menor tiempo �al cabo de ���� horas� y tanto las temperaturas
como el peso molecular promedio se mantienen en los valores del estado estacionario
�optimo� Sin embargo las desviaciones en las concentraciones de mon�omero e iniciador son
mayores que en el caso anterior ��Cm ��� y �CI �
����
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Figura ��	 Desviaciones en las salidas �a� y en las variables manipuladas �b� del reactor
de polimerizaci�on a lazo cerrado considerando una perturbaci�on de Cmin del �
���

Puede apreciarse en ambos casos que las desviaciones son peque�nas y� sobre todo� que el
peso molecular promedio del pol��mero se mantuvo pr�acticamente en el valor deseado �valor
en el punto �optimo�� Esto se puede atribuir a que la temperatura del reactor se mantuvo
pr�acticamente constante� Recordemos que el peso molecular promedio es la relaci�on de
dos estados y del modelo matem�atico del sistema puede apreciarse que los estados Do y
D� tienen una dependencia mayor de la temperatura que de las concentraciones�

� Perturbaciones en la concentraci�on de alimentaci�on de iniciador

En las �guras ��� y ��� se muestran las simulaciones din�amicas a lazo cerrado cuando la
concentraci�on de alimentaci�on de iniciador se modi�ca en  
�� y �
�� respectivamente�
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Figura ��� Desviaciones en las salidas �a� y en las variables manipuladas �b� del reactor
de polimerizaci�on a lazo cerrado considerando una perturbaci�on de CIin del 
���

En ambos casos puede notarse que el controlador es capaz de rechazar perturbaciones
en la concentraci�on de alimentaci�on de iniciador� manteniendo a todos los estados del
sistema pr�acticamente en el punto de operaci�on �optimo� En los dos casos la acci�on de
control fue peque�na ��FI ��� y  

� respectivamente� y pr�acticamente de la misma
magnitud que la perturbaci�on pero con signo opuesto�
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Figura ��� Desviaciones en las salidas �a� y en las variables manipuladas �b� del reactor
de polimerizaci�on a lazo cerrado considerando una perturbaci�on de CIin del �
���

Estos resultados son los esperados� Del modelo matem�atico del sistema puede apre�
ciarse que el par�ametro CIin aparece �unicamente en la expresi�on de la concentraci�on
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de iniciador �expresi�on ���� y es directamente proporcional al �ujo de alimentaci�on de
iniciador� Por tanto� si la concentraci�on de alimentaci�on de iniciador aumenta� el �ujo
de alimentaci�on de iniciador debe disminuir en la misma magnitud para contrarestar la
perturbaci�on�

����� Incertidumbres en la planta

Para analizar el desempe�no del controlador ante incertidumbres en la planta se modi�caron
algunos par�ametros de dise�no del proceso�

� Incertidumbres en la energ��a de activaci�on de la reacci�on de propagaci�on

En la �gura ��� se muestra la simulaci�on din�amica del sistema a lazo cerrado cuando la
energ��a de activaci�on de la reacci�on de propagaci�on aumenta ����� Puede apreciarse que
la acci�on de control es dr�astica y podr��a provocar problemas de saturaci�on� aun cuando
la incertidumbre es muy peque�na� El �ujo de iniciador aumenta 
��� en ���� horas� El
sistema se estabiliza con un �ujo de iniciador 	� mayor al nominal� aunque hay peque�nas
desviaciones con respecto al punto �optimo para el peso molecular promedio ������� y la
concentraci�on de iniciador � 	���
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Figura ��� Desviaciones en las salidas �a� y en las variables manipuladas �b� del reactor
de polimerizaci�on a lazo cerrado considerando una incertidumbre de Ep del �����

En la �gura ��� se muestra la simulaci�on a lazo cerrado cuando la energ��a de activaci�on
de la reacci�on de propagaci�on disminuye ����� En este diagrama se observa que la acci�on
de control fue en el sentido opuesto que el caso anterior y un poco menor en magnitud
��FI �
����� En este caso tambi�en se estabiliza el sistema pero con un �ujo de iniciador
	� menor que el nominal y se tienen peque�nas desviaciones en el peso molecular � �����
y en la concentraci�on de iniciador ��	�� con respecto al punto �optimo de operaci�on�



Cap��tulo �� Control Robusto del Proceso ��

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

Tiempo (h)

D
e

sv
ia

ci
o

n
 e

n
 la

s 
sa

lid
a

s 
(%

)

Incertidumbre de Ep de -0.3%

�a�

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

-120

-100

-80

-60

-40

-20

0

20

Tiempo (h)

D
e

sv
ia

ci
o

n
 e

n
 la

s 
va

ri
a

b
le

s 
m

a
n

ip
u

la
d

a
s 

(%
)

Incertidumbre de Ep de -0.3%

�b�

Figura ��� Desviaciones en las salidas �a� y en las variables manipuladas �b� del reactor
de polimerizaci�on a lazo cerrado considerando una incertidumbre de Ep del ������

Se puede apreciar que en ambos casos el compensador rechaza la incertidumbre en
la energ��a de activaci�on de la reacci�on de propagaci�on� logrando que el sistema contin�ue
operando pr�acticamente en el punto de operaci�on �optimo� Es importante mencionar que
si se consideran incertidumbres mayores �o menores� en la energ��a de activaci�on de la
reacci�on de propagaci�on� el simulador Speedup no es capaz de resolver el sistema de
ecuaciones debido a la presencia de discontinuidades fuertes� Por tal motivo no se puede
a�rmar si el controlador es capaz de rechazar perturbaciones mayores a las consideradas�

� Incertidumbres en el coe�ciente global de transferencia de calor

En la �gura ��� se muestra la simulaci�on din�amica del sistema a lazo cerrado cuando el
coe�ciente global de transferencia de calor aumenta 
� y en la �gura ��
� se muestra
la simulaci�on cuando el coe�ciente disminuye ��� Puede notarse que el sistema es muy
sensible a esta incertidumbre� aun siendo tan peque�na� En el primer caso el controlador
logra mantener al sistema pr�acticamente en el punto de operaci�on �optimo� Se presentan
desviaciones muy peque�nas para la concentraci�on de iniciador ��
����� y para el peso
molecular promedio � ��	��� Sin embargo la acci�on de control necesaria fue muy grande!
se requiri�o aumentar inicialmente ���� el �ujo de iniciador y posteriormente se redujo a
aproximadamente �	�� Esto podr��a indicar que se requiere un esquema de �anti�windup
reset� para este caso con objeto de evitar saturaci�on de las v�alvulas de control�
En el segundo caso ��gura ��
��� aun cuando la incertidumbre tiene el doble de la

magnitud del caso anterior� la acci�on de control necesaria es menor� En este caso el �ujo
de iniciador debe sufrir una reducci�on inicial del 
��� �recordemos la restricci�on f��sica�
y posteriormente un aumento � 	�� para que el sistema contin�ue operando en el punto
�optimo� Se detectaron desviaciones muy peque�nas en la concentraci�on de iniciador � 	��
y en el peso molecular promedio ��������
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Figura ��� Desviaciones en las salidas �a� y en las variables manipuladas �b� del reactor
de polimerizaci�on a lazo cerrado considerando una incertidumbre de U del 
��

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
-3

-2

-1

0

1

2

3

4

Tiempo (h)

D
e

sv
ia

ci
o

n
 e

n
 la

s 
sa

lid
a

s 
(%

)

Incertidumbre de U de -2%

�a�

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

-120

-100

-80

-60

-40

-20

0

20

Tiempo (h)

D
e

sv
ia

ci
o

n
 e

n
 la

s 
va

ri
a

b
le

s 
m

a
n

ip
u

la
d

a
s 

(%
)

Incertidumbre de U de -2%

�b�

Figura ��
� Desviaciones en las salidas �a� y en las variables manipuladas �b� del reactor
de polimerizaci�on a lazo cerrado considerando una incertidumbre de U del ����

� Incertidumbres en el calor de reacci�on

En la �gura ��

 se muestra la simulaci�on din�amica del sistema a lazo cerrado cuando el
calor de reacci�on aumenta ��� En este caso se estabiliza el sistema con un aumento del
�ujo de iniciador de casi ���� en los primeros minutos� reduci�endose radicalmente a un
valor menor al correspondiente al punto �optimo �aproximadamente ����� El valor de las
salidas del sistema en el estado estacionario es pr�acticamente igual al del punto �optimo�
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Se detectan peque�nas desviaciones en la concentraci�on de iniciador ��	�� y en el peso
molecular � ������
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Figura ��

 Desviaciones en las salidas �a� y en las variables manipuladas �b� del reactor
de polimerizaci�on a lazo cerrado considerando una incertidumbre de �H del ���
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Figura ��
� Desviaciones en las salidas �a� y en las variables manipuladas �b� del reactor
de polimerizaci�on a lazo cerrado considerando una incertidumbre de �H del ������

En la simulaci�on del sistema a lazo cerrado cuando el calor de reacci�on disminuye
���� ��gura ��
�� se aprecia una situaci�on similar al caso anterior� En los primeros
minutos el �ujo de iniciador aumenta 
��� y radicalmente se reduce a un valor cercano
al valor nominal � ���� Con esta acci�on de control se estabiliza el sistema pr�acticamente
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en el punto �optimo� Se aprecian desviaciones peque�nas en la concentraci�on de iniciador
� 
���� y en el peso molecular promedio ����	���
En ambos casos puede apreciarse que aun cuando las incertidumbres consideradas son

peque�nas� el sistema es muy sensible a cambios en el calor de reacci�on�

� Incertidumbres en el calor espec���co de la mezcla

En la �gura ��
� se muestra la simulaci�on din�amica del sistema a lazo cerrado cuando el
calor espec���co de la mezcla aumenta 
�� y en la �gura ��
	 se muestra las simulaci�on
cuando el calor espec���co disminuye 
���
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Figura ��
� Desviaciones en las salidas �a� y en las variables manipuladas �b� del reactor
de polimerizaci�on a lazo cerrado considerando una incertidumbre de Cp del 
���

Puede apreciarse que la acci�on de control para compensar el aumento del calor es�
pec���co de la mezcla fue incrementar radicalmente el �ujo de iniciador en los primeros
minutos � 	���� y posteriormente regresarlo a su valor nominal� El estado estaciona�
rio una vez que se estabiliza el sistema� es pr�acticamente igual al punto de operaci�on
�optimo� La concentraci�on del iniciador y el peso molecular promedio presentan peque�nas
desviaciones con respecto al punto �optimo � 
��� y �
�	� respectivamente��
Para el caso en el que disminuye el calor espec���co de la mezcla ��gura ��
	�� la acci�on

de control consiste de la combinaci�on de dos variables manipuladas� En los primeros
minutos se reduce el �ujo de iniciador ������� Posteriormente se incrementa hasta un
valor menor al nominal ����� y simult�aneamente se incrementa el �ujo del medio de
enfriamiento � 
��� El estado estacionario es pr�acticamente el punto �optimo! se detectan
peque�nas desviaciones en la concentraci�on de iniciador ��
���� y en el peso molecular
promedio � ������
Es importante notar que� aunque en ambos casos la magnitud del cambio del calor de

reacci�on fue el mismo� el sistema es m�as sensible al aumento del Cp que a la disminuci�on�
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Figura ��
	 Desviaciones en las salidas �a� y en las variables manipuladas �b� del reactor
de polimerizaci�on a lazo cerrado considerando una incertidumbre de Cp del �
���

Con base en los resultados de esta secci�on podemos concluir que el controlador es
capaz de rechazar incertidumbres en el modelo� manteniendo al sistema pr�acticamente
en el punto de operaci�on �optimo� Es importante notar que para la mayor��a de los casos
estudiados� la acci�on de control inicial necesaria es extrema� Esto es� se requieren cambios
iniciales muy grandes en las variables manipuladas para controlar el proceso� en particular
el �ujo de alimentaci�on de iniciador�

����� Incertidumbres en las variables manipuladas

Para analizar el desempe�no del controlador ante incertidumbres en las variables manipu�
ladas se modi�caron simult�aneamente las variables manipuladas y alguna de la concen�
traciones de alimentaci�on� Se consider�o que la acci�on de control que realmente se aplica
es 
�� mayor a la acci�on que calcula el controlador�

� Incertidumbres en las variables manipuladas y perturbaci�on en la concen�

traci�on de alimentaci�on de mon�omero

En la �gura ��
� se muestra la simulaci�on din�amica del sistema a lazo cerrado cuando la
concentraci�on de alimentaci�on de mon�omero aumenta 
�� y las cuatro variables ma�
nipuladas aumentan 
��� En esta �gura puede apreciarse que las desviaciones son
pr�acticamente iguales a las del caso en el que �unicamente aumenta las concentraci�on
de alimentaci�on de mon�omero �v�ease la �gura ����� Se aprecia que las desviaciones en las
salidas de la planta son un poco mayores� sin embargo el cambio es despreciable� As��� aun
en presencia de incertidumbres en las variables manipuladas el compensador es capaz de
controlar el sistema pr�acticamente en el punto de operaci�on �optimo�
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Figura ��
� Desviaciones en las salidas �a� y en las variables manipuladas �b� del reactor
de polimerizaci�on a lazo cerrado considerando una perturbaci�on de Cmin del 
�� y una
incertidumbre en las variables manipuladas del 
���

� Incertidumbres en las variables manipuladas y perturbaci�on en la concen�

traci�on de alimentaci�on de iniciador

En la �gura ��
� se muestra la simulaci�on din�amica del sistema a lazo cerrado cuando la
concentraci�on de alimentaci�on de iniciador aumenta 
�� y las cuatro variables manipu�
ladas aumentan 
���
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Figura ��
� Desviaciones en las salidas �a� y en las variables manipuladas �b� del reactor
de polimerizaci�on a lazo cerrado considerando una perturbaci�on de CIin del 
�� y una
incertidumbre en las variables manipuladas del 
���
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Puede apreciarse que los resultados son pr�acticamente iguales al caso en el que �unica�
mente aumenta la concentraci�on de alimentaci�on de iniciador ��gura ����� El efecto del
cambio en las variables manipuladas se re�eja en la desviaci�on de la concentraci�on de
iniciador� Se puede observar que en este caso la gr�a�ca es escalonada� En este caso�
como en el anterior� podemos a�rmar que el controlador mantiene al sistema en el punto
de operaci�on �optimo� aun en presencia de incertidumbres en las variables manipuladas y
perturbaciones en las entradas�

����� Retraso en las mediciones

Para analizar el efecto de retrasos en las mediciones se seleccionaron las concentraciones
de mon�omero e iniciador ya que generalmente su medici�on tiene retrasos� Esto se debe a
que las mediciones no son directas! se debe tomar una muestra y posteriormente realizar el
an�alisis de composici�on� No se consideraron retrasos en las mediciones de la temperatura
del reactor y del medio de enfriamiento ya que generalmente su medici�on es r�apida �por
medio de termostatos�� Se analiz�o el efecto de retrasos en las mediciones simult�aneamente
con la presencia de perturbaciones o incertidumbres� Es importante recalcar que� aunque
se est�a pidiendo mucho del controlador� generalmente los cambios en los procesos reales
se llevan a cabo simult�aneamente� Este an�alisis se presenta a continuaci�on�

� Perturbaci�on en la concentraci�on de alimentaci�on de mon�omero y retraso en

la medici�on de las concentraciones

En la �gura ��
� se muestra la simulaci�on din�amica del sistema a lazo cerrado cuando la
concentraci�on de alimentaci�on de mon�omero aumenta 
�� y hay un retraso de 
� minutos
en la medici�on de las concentraciones de mon�omero e iniciador en el reactor�
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Figura ��
� Desviaciones en las salidas �a� y en las variables manipuladas �b� del reactor
de polimerizaci�on a lazo cerrado considerando una perturbaci�on de Cmin del 
�� y un
retraso de 
� min� en las concentraciones�
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Pueden apreciarse oscilaciones en las desviaciones de la concentraci�on de mon�omero� de
iniciador y en el peso molecular promedio en un rango de  
�� a �
��� Las desviaciones
son aproximadamente el doble de las del caso en el que �unicamente exite perturbaci�on en
la concentraci�on de alimentaci�on de mon�omero ��gura ����a���
Las acciones de control tambi�en son oscilatorias� En este caso se requiere reducir el

�ujo de mon�omero casi un 
���� mientras que en el caso en el que no hay retrasos en las
mediciones ��gura ����a�� la m�axima disminuci�on fue del �	���
As��� a pesar de incluir simult�aneamente perturbaciones en una entrada y retrasos en las

mediciones de las concentraciones� el compensador logra controlar el proceso manteniendo
el peso molecular con una desviaci�on m�axima de ���

� Perturbaci�on en la concentraci�on de alimentaci�on de iniciador y retraso en

la medici�on de las concentraciones

En la �gura ��
� se muestra la simulaci�on din�amica del sistema a lazo cerrado cuando la
concentraci�on de alimentaci�on de iniciador aumenta 
�� y hay un retraso de 
� minutos
en la medici�on de las concentraciones de mon�omero e iniciador en el reactor�
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Figura ��
� Desviaciones en las salidas �a� y en las variables manipuladas �b� del reactor
de polimerizaci�on a lazo cerrado considerando una perturbaci�on de CIin del 
�� y un
retraso de 
� min� en las concentraciones�

En este caso no hay oscilaciones� Puede apreciarse que los resultados de la simulaci�on
son pr�acticamente iguales a los del caso en el que �unicamente se contempla perturbaci�on
en la concentraci�on de alimentaci�on de iniciador ��gura ����� En este caso el compensador
tambi�en estabiliza al sistema aun en presencia de retrasos en las mediciones�
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� Incertidumbre en la energ��a de activaci�on de la reacci�on de propagaci�on y

retraso en la medici�on de las concentraciones

En la �gura ��
� se muestra la simulaci�on din�amica del sistema a lazo cerrado cuando la
energ��a de activaci�on de la reacci�on de propagaci�on aumenta ���� y hay un retraso de 
�
minutos en la medici�on de las concentraciones de mon�omero e iniciador en el reactor�
En este caso se aprecia una acci�on de control menos severa que en el caso en el que

�unicamente se considera la incertidumbre ��gura ����b��� En este caso la desviaci�on inicial
en el �ujo de iniciador es de  
��� �mientras que en el otro caso fue  
���� y se reduce
a una desviaci�on en este �ujo de aproximadamente  	��
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Figura ��
� Desviaciones en las salidas �a� y en las variables manipuladas �b� del reactor
de polimerizaci�on a lazo cerrado considerando una incertidumbre de Ep del ���� y un
retraso de 
� min� en las concentraciones�

Con respecto a las salidas de la planta tambi�en hay diferencias entre las dos simula�
ciones� Cuando se consideran retrasos en las mediciones� las salidas presentan desviaciones
mayores que en la simulaci�on original ��gura ����a��� Sin embargo las desviaciones son
peque�nas ��CI  	� y �PM ������ y el compensador estabiliza el sistema�

� Incertidumbre en el coe�ciente global de transferencia de calor y retraso en

la medici�on de las concentraciones

En la �gura ���� se muestra la simulaci�on din�amica del sistema a lazo cerrado cuando el
coe�ciente global de transferencia de calor aumenta 
� y hay un retraso de 
� minutos
en la medici�on de las concentraciones de mon�omero e iniciador en el reactor�
En este caso tambi�en se observa una acci�on de control menos severa que en el caso

en el que �unicamente se considera incertidumbre en el coe�ciente global de transferencia
de calor ��gura ����b��� Sin embargo� las desviaciones en las salidas son pr�acticamente
iguales en ambas simulaciones ��guras ����a� y �����a��� Con base en estos resultados
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podemos concluir que el compensador es capaz de estabilizar al sistema aun en presencia
de incertidumbre en el coe�ciente global de transferencia de calor y retraso de 
� minutos
en la medici�on de las concentraciones�
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Figura ���� Desviaciones en las salidas �a� y en las variables manipuladas �b� del reactor
de polimerizaci�on a lazo cerrado considerando una incertidumbre de U del 
� y un retraso
de 
� min� en las concentraciones�

�Incertidumbre en el calor de reacci�on y retraso en la medici�on de las concen�

traciones

En la �gura ���
 se muestra la simulaci�on din�amica del sistema a lazo cerrado cuando
el calor de reacci�on aumenta �� y hay un retraso de 
� minutos en la medici�on de las
concentraciones de mon�omero e iniciador en el reactor�
Puede apreciarse que la desviaci�on en las salidas es pr�acticamente igual al caso en que

que �unicamente se contempla incertidumbre en el calor de reacci�on ��gura ��

�a��� En
este caso la acci�on de control es menos severa ������ que en el caso m�as simple �ve�ase la
�gura ��

�b��� En este caso tambi�en puede concluirse que el compensador es capaz de
controlar el sistema aun en presencia de incertidumbre y retraso en las mediciones�

� Incertidumbre en el calor espec���co de la mezcla y retraso en la medici�on

de las concentraciones

En la �gura ���� se muestra la simulaci�on din�amica del sistema a lazo cerrado cuando el
calor espec���co de la mezcla aumenta 
�� y hay un retraso de 
� minutos en la medici�on
de las concentraciones de mon�omero e iniciador en el reactor�
En esta simulaci�on puede apreciarse que la desviaci�on en las salidas es pr�acticamente

igual que en el caso en el que �unicamente se considera incertidumbre en el calor espec���co
��gura ��
��a��� Al igual que en los casos anteriores� cuando se considera un retraso en
las mediciones de las concentraciones se observa una acci�on de control menos severa� En
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este caso se requiere que el �ujo de iniciador se reduzca ��� mientras que en el caso que
no considera retrasos ��gura ��
��b�� se requiri�o un aumento de 	���� Nuevamaente se
puede concluir que el compensador controla al sistema aun en presencia de incertidumbre
y retrasos en las mediciones�
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Figura ���
 Desviaciones en las salidas �a� y en las variables manipuladas �b� del reactor
de polimerizaci�on a lazo cerrado considerando una incertidumbre de �H del �� y un
retraso de 
� min� en las concentraciones�
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Figura ���� Desviaciones en las salidas �a� y en las variables manipuladas �b� del reactor
de polimerizaci�on a lazo cerrado considerando una incertidumbre de Cp del 
�� y un
retraso de 
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De forma intuitiva se espera que los retrasos en las mediciones afecten el control
del proceso� Sin embargo� con los resultados de esta secci�on se puede concluir que la
presencia de retrasos en las mediciones no afecta al sistema y en ocasiones lo bene�cia�
Estos resultados concuerdan con lo reportado por Psarris y Floudas ����� Los autores
a�rman que en ocasiones la presencia de retrasos puede mejorar el desempe�no del sistema
a lazo cerrado�

��� Conclusiones

Con base en los diagramas de multiplicidad realizados en los cap��tulos anteriores se es�
peraba que el control del proceso no ser��a sencillo� Recordemos que el punto de operaci�on
�optimo es pr�acticamente un punto l��mite�
Se eligieron como variables manipuladas al �ujo de alimentaci�on de mon�omero� de

iniciador y del medio de enfriamiento� y la temperatura de la corriente de alimentaci�on
para controlar el reactor�
Se emple�o un modelo lineal para sintetizar el controlador por medio de los resultados

reportados por Wang y colaboradores �	�� sobre matrices de intervalos� Se consider�o una
incertidumbre del � ��� y se comprob�o que el controlador obtenido asegura la estabilidad
robusta del sistema lineal �v�ease la �gura ����� Sin embargo� el problema en estudio es
altamente no lineal por lo que no se pod��a asegurar que el controlador sintetizado para el
sistema lineal asegurara estabilidad robusta en el sistema no lineal original a lazo cerrado�
Adicionalmente� ya que se emple�o s�olo una ley de control proporcional� se pod��an esperar
altas desviaciones en las salidas de la planta con respecto al punto de operaci�on �optimo�
Se evalu�o el desempe�no del controlador mediante simulaciones din�amicas del sistema

original a lazo cerrado ante perturbaciones en las entradas� incertidumbres en la planta�
incertidumbres en las variables manipuladas y retrasos en las mediciones de concentra�
ciones �v�eanse las �guras ���������� Con base en estas simulaciones se puede a�rmar que
el controlador obtenido asegura estabilidad robusta� ya que en todos los casos� se esta�
biliza el sistema manteniendo el punto de operaci�on pr�acticamente en el punto �optimo�
Las desviaciones de las salidas se atribuyen a la carencia de una parte integral en el
controlador� Sin embargo� se considera que las desviaciones no son muy grandes�
Por ejemplo� del diagrama de continuaci�on de la temperatura empleando a la con�

centraci�on de alimentaci�on de mon�omero como par�ametro de continuaci�on �v�ease la
�gura 	���a�� se sabe que un aumento en esta concentraci�on ocasionar�a que el sistema
opere en una regi�on de altas temperaturas� En la simulaci�on del sistema a lazo cerrado
cuando se considera una perturbaci�on en la concentraci�on de alimentaci�on de mon�omero
��gura ���� puede apreciarse que el controlador rechaza la perturbaci�on ya que el sistema
opera pr�acticamente en el punto �optimo�
Cabe mencionar que en ninguno de los casos analizados fue necesario modi�car la

temperatura de la corriente de alimentaci�on� Puede esperarse que sea factible controlar el
reactor �unicamente con las otras tres variables manipuladas� siendo la m�as importante el
�ujo de alimentaci�on de iniciador� ya que es la variable manipulada empleada con mayor
frecuencia�
As��� se puede concluir que los resultados reportados por Wang y colaboradores �	��
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sobre estabilidad de matrices de intervalos se pueden aplicar al control de este sistema no
lineal� asegurando la estabilidad robusta del sistema bajo las condiciones anteriores�
Con respecto a la robustez en el desempe�no es importante recalcar que no se abord�o

este aspecto de forma expl��cita en el dise�no del controlador� Observando las salidas
en las simulaciones a lazo cerrado realizadas puede notarse que las temperaturas del
sistema pr�acticamente no sufrieron variaci�on en los casos analizados� mientras que las
concentraciones de mon�omero e iniciador presentaron en varias simulaciones desviaciones
altas �mayores a 
����
A diferencia de otros productos de la industria qu��mica� las mol�eculas de pol��meros no

pueden separarse con facilidad� Por tanto� el material se debe producir con las especi�ca�
ciones requeridas desde la fase de reacci�on ���� Sabemos que� aun cuando el peso molecular
promedio no es un estado del sistema� es una de las caracter��sticas m�as importantes del
pol��mero� En las simulaciones puede notarse que en pr�acticamente todos los casos� el peso
molecular promedio tiene una variaci�on no mayor a ���� Por lo tanto� aun cuando no se
consider�o la robustez en el desempe�no durante el dise�no del controlador puede concluirse
que el controlador tiene un desempe�no aceptable� Probablemente el empleo de una acci�on
integral en el controlador reducir��a estas desviaciones�
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Conclusiones Generales y Trabajo

Futuro


�� Conclusiones Generales

Con base en los resultados obtenidos en este trabajo se pueden mencionar las siguientes
conclusiones generales


� Es valioso comprender el comportamiento no lineal del sistema alrededor de la regi�on
de operaci�on seleccionada para lograr un dise�no adecuado del esquema de control a
lazo cerrado� La teor��a de singularidad� los diagramas de bifurcaci�on y los diagra�
mas de multiplicidad global son herramientas que permiten comprender el compor�
tamiento no lineal de los sistemas�

�� La teor��a de singularidad es una herramienta matem�atica que permite detectar
anal��ticamente la posible existencia de multiplicidades de entrada� salida e islas
en un sistema dado� Adicionalmente permite encontrar el m�aximo n�umero de es�
tados estacionarios locales que el sistema podr��a presentar� El uso de la teor��a de
singularidad tiene limitaciones� El an�alisis se realiza alrededor de un punto singular
por lo que esta herramienta no es aplicable a sistemas din�amicos� Adicionalmente�
para emplear la teor��a de singularidad se requiere reducir el sistema de ecuaciones
del modelo matem�atico a una ecuaci�on algebraica lo cual no siempre es posible� En
esos casos se puede emplear un procedimiento num�erico para aplicar la teor��a de
singularidad �
���

�� Los sistemas de polimerizaci�on han adquirido cada vez mayor importancia a nivel
industrial� Son sistemas complejos y cuentan con un gran n�umero de par�ametros
de operaci�on y dise�no� Se han reportado� para algunos sistemas de polimerizaci�on�
hasta cinco estados estacionarios ��� 
�� ���� conducta oscilatoria� ciclos l��mite� bifur�
caciones de Hopf supercr��ticas y subcr��ticas y hasta soluciones de periodo doble con
ruta hacia el caos� En este estudio se encontraron hasta tres estados estacionarios
para el sistema� Se comprob�o que existen multiplicidades de entrada �unicamente
cuando el par�ametro de continuaci�on es el �ujo de alimentaci�on de mon�omero� Se

�
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determinaron los puntos de nacimiento y muerte de islas� mismos que se compro�
baron num�ericamente� Adicionalmente se econtraron varios puntos de bifurcaci�on
de Hopf�

	� El punto �optimo de operaci�on para el sistema� de�nido por Lewin y Bogle ����� es
estable a lazo abierto� Sin embargo peque�nos cambios impuestos sobre la operaci�on
pueden causar serios problemas de control ya que pr�acticamente es un punto l��mite�
Por medio de los diagramas de bifurcaci�on se detect�o el sentido de los cambios
en los par�ametros que resultan en problemas operacionales� as�� como los cambios
necesarios para evitar multiplicidades�

�� Los diagramas de multiplicidad global permiten detectar las regiones en las que
existen bifurcaciones ��disjuntas e ��disjuntas� Por medio de los diagramas de
multiplicidad global se detectaron las distintas regiones de multiplicidad presentes
en el espacio de varios par�ametros y el tipo de diagramas de continuaci�on que se
tendr��an en cada regi�on� Se determinaron los cambios que deben realizarse en dis�
tintos par�ametros para cambiar de una regi�on de operaci�on a otra� Sin embargo� por
medio de los diagramas de multiplicidad global no es posible determinar el valor y la
estabilidad del estado estacionario resultante� Los diagramas de multiplicidad global
proporcionan informaci�on complementaria a la que proporcionan los diagramas de
continuaci�on�

�� Los resultados sobre estabilidad de matrices de intervalos desarrollados por Wang y
colaboradores �	�� puede emplearse exitosamente para el control robusto de procesos
no lineales en puntos cercanos a la regi�on nominal de operaci�on�

�� Se sintetiz�o el controlador empleando una ley de control proporcional� por medio
de matrices de intervalos� considerando una incertidumbre del ��� en el modelo li�
neal� Se eligieron como variables manipuladas al �ujo de alimentaci�on de mon�omero�
de iniciador y del medio de enfriamiento� y la temperatura de la corriente de ali�
mentaci�on para controlar el reactor� Puede ser factible controlar el reactor �unica�
mente con los tres �ujos� siendo el m�as importante el �ujo de alimentaci�on de ini�
ciador� ya que result�o ser la variable manipulada empleada en mayor proporci�on en
todos los casos analizados�

�� Se evalu�o el desempe�no del controlador mediante simulaciones din�amicas del sistema
no lineal original a lazo cerrado ante perturbaciones en las entradas� incertidumbres
en la planta� incertidumbres en las variables manipuladas y retrasos en las medi�
ciones de concentraciones� El controlador obtenido asegura la estabilidad robusta
en el sistema� Aun cuando no se consider�o la robustez en el desempe�no durante
el dise�no del controlador� puede concluirse que el controlador tiene un desempe�no
aceptable ya que en la mayor��a de los casos analizados el peso molecular promedio
del pol��mero tiene una variaci�on no mayor a ���� Las desviaciones presentes en
algunas salidas� en relaci�on al punto de operaci�on deseado� se atribuyen a la carencia
de una parte integral en el controlador�
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�� El considerar retrasos en las mediciones de las concentraciones result�o ben�e�co para
el sistema a lazo cerrado� mejorando su desempe�no� Esto parece estar en la l��nea
del trabajo de Psarris y Floudas quienes determinaron que� en algunos casos� los
retrasos pueden ser ben�e�cos para el desempe�no de un sistema de control �����


�� Trabajo Futuro

El posible trabajo futuro en las �areas de an�alisis de conducta no lineal y control de
procesos para el sistema en estudio es amplia� A continuaci�on se mencionan aquellos que
se consideran m�as relevantes�


� Incorporar en el modelo matem�atico la dependencia de los distintos par�ametros a las
concentraciones y�o temperatura� Con el modelo resultante� realizar an�alisis de con�
ducta no lineal empleando la teor��a de singularidad y los diagramas de bifurcaci�on�
y comparar las conductas no lineales de ambos modelos�

�� Encontrar anal��ticamente el m�aximo n�umero de estados estacionarios posibles para
el sistema� Esto es� obtener el grado de la parcial de la funci�on con respecto a la
temperatura para la que ya no se cumpla la condici�on de multiplicidad�

�� Realizar an�alisis de bifurcaci�on din�amica para el sistema�

	� Probar el desempe�no del controlador manipulando �unicamente al �ujo de alimenta�
ci�on de mon�omero� �ujo de alimentaci�on de iniciador y �ujo de alimentaci�on del
medio de enfriamiento� Esto es� no incluir la temperatura de la corriente de ali�
mentaci�on como variable manipulada�

�� Modi�car las matrices de intervalos para controlar el sistema con menos estados�
Esto es� realizar las modi�caciones necesarias para que las variables controladas no
sean necesariamente todas las salidas de la planta�

�� Sintetizar un nuevo controlador para el sistema empleando matrices de intervalos
e incorporando acci�on integral en la ley de control� Comparar el desempe�no de
dicho controlador con el sintetizado en el presente trabajo o con el de alg�un otro
controlador sintetizado con otra t�ecnica� Adicionalmente debe buscarse incorporar
robustez en el desempe�no en la s��ntesis del controlador�

�� Aplicar la t�ecnica de matrices de intervalos para controlar sistemas m�as complejos�
Estos sistemas pueden ser sistemas de polimerizaci�on m�as complejos o sistemas de
destilaci�on reactiva�

�� Estudiar de qu�e forma cambios en la operaci�on y�o dise�no modi�can la conducta
din�amica de reactores de polimerizaci�on�
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Nomenclatura

A � Area de transferencia de calor� m�

Afm � Factor de Arrhenius para la reacci�on de transferencia de mon�omero�
m���kgmol�h�

AI � Factor de Arrhenius para la reacci�on de iniciaci�on� 
�h
Ap � Factor de Arrhenius para la reacci�on de propagaci�on� m���kgmol�h�
Atc � Factor de Arrhenius para la reacci�on de terminaci�on por apareamiento�

m���kgmol�h�
Atd � Factor de Arrhenius para la reacci�on de terminaci�on por desproporci�on�

m���kgmol�h�
CI � Concentraci�on de iniciador� kgmol�m�

CIin � Concentraci�on de iniciador en la alimentaci�on� kgmol�m�

Cm � Concentraci�on de mon�omero� kgmol�m�

Cmin � Concentraci�on de mon�omero en la alimentaci�on� kgmol�m�

Cp � Capacidad calor���ca de la mezcla� kJ��kg�oK�
Cpw � Capacidad calor���ca del medio de enfriamiento� kJ��kg�oK�
Do � Concentraci�on molar de las cadenas muertas de pol��mero� kgmol�m�

D� � Concentraci�on m�asica de las cadenas muertas de pol��mero� kg�m�

Efm � Energ��a de activaci�on para la reacci�on de transferencia de mon�omero�
kJ�kgmol

EI � Energ��a de activaci�on para la reacci�on de iniciaci�on� kJ�kgmol
Ep � Energ��a de activaci�on para la reacci�on de propagaci�on� kJ�kgmol
Etc � Energ��a de activaci�on para la reacci�on de terminaci�on por apareamiento�

kJ�kgmol
Etd � Energ��a de activaci�on para la reacci�on de terminaci�on por desproporci�on�

kJ�kgmol
f � � E�ciencia del iniciador
F � Flujo volum�etrico de alimentaci�on del mon�omero� m��h
FI � Flujo volum�etrico de alimentaci�on del iniciador� m��h
Fcw � Flujo volum�etrico de alimentaci�on del medio de enfriamiento� m��h
Mm � Peso molecular del mon�omero� kg�kgmol
PM � Peso molecular promedio del pol��mero� Kg�Kgmol
R � Constante de la ley de los gases� kJ��kgmol�oK�

�	
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T � Temperatura del reactor� oK
Tin � Temperatura de las corrientes de alimentaci�on de mon�omero

e iniciador� oK
Tj � Temperatura del medio de enfriamiento� oK
Two � Temperatura de alimentaci�on del medio de enfriamiento� oK
t � Tiempo� h
U � Coe�ciente global de transferencia de calor� kJ��m��h�oK�
V � Volumen del reactor� m�

Vo � Volumen del sistema de enfriamiento� m�

X � Conversi�on de mon�omero� �

s��mbolos griegos

��H � Calor de reacci�on de propagaci�on� kJ�kgmol

 � Densidad de la mezcla de reacci�on� kg�m�


w � Densidad del medio de enfriamiento� kg�m�
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Glosario de t�erminos

La funci�on que describe a un sistema en estado estacionario es F �x� ��p� � �� donde x
es el estado del sistema� � es un par�ametro del sistema y p es un vector que contiene al
resto de los par�ametros del sistema�

� Bifurcaci�on de Hopf� Punto en el que dos eigenvalores de la funci�on� con parte real
cero� cruzan el eje imaginario�

� Caos� Conducta din�amica oscilatoria con patrones irrepetibles� caracterizada por
una dependencia del modelo del sistema con respecto a las condiciones iniciales�

� Ciclo l��mite� Trayectoria din�amica peri�odica�

� Control robusto� Control capaz de rechazar hasta la peor perturbaci�on dentro de
un conjunto previamente establecido�

� Diagrama de Bifurcaci�on� Diagrama en el que se gra�can los estados estacionarios
de la funci�on F �x� �� � � para diferentes valores de � dentro de cierto rango�

� Diagrama de multiplicidad global� Diagrama en el que se identi�can las diferentes
regiones de multiplicidad para diferentes valores de par�ametros�

� Efecto gel� Autoaceleraci�on durante la etapa de propagaci�on de polimerizaci�on a
altas conversiones donde la viscosidad es alta� Ocasiona una ca��da en la velocidad
de reacci�on de la etapa de terminaci�on debido a limitaciones a la transferencia de
masa por difusi�on� Tambi�en se conoce como efecto Trommsdor"�

� Estabilidad de un estado estacionario� Se determina mediante la evaluaci�on de los
eigenvalores de la funci�on F �x� �� � �� Si la parte real de todos los eigenvalores
es negativa� el estado estacionario ser�a estable� Si alguna es positiva� el estado
estacionario ser�a inestable�

� Estado estacionario� Valores de los estados que satisfacen la ecuaci�on F �x� �� � ��

� Hist�eresis� Fen�omeno en el que la trayectoria de estados estacionarios del diagrama
de bifurcaci�on cambia radicalmente de sentido y se presenta un cambio de estabi�
lidad� El diagrama se caracteriza por tener la forma de �S� y existen tres estados
estacionarios�

��
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� Islas� Condici�on en la que simult�aneamente existen multiplicidades de entrada y de
salida� Tambi�en se conocen como soluciones aisladas�

� Matriz caracter��stica� Matriz de derivadas direccionales o derivadas de Lie�

� Multiplicidad� Condici�on en la que se presenta m�as de una soluci�on para un mismo
valor de la variable o de un par�ametro�

� Multiplicidad de entrada� Condici�on en la que se presenta el mismo estado estacio�
nario para varios valores de un par�ametro�

� Multiplicidad de salida� Condici�on en la que se presentan varios estados estaciona�
rios para un valor de un par�ametro�

� Per��odo doble� Fen�omeno en el que� mediante el cambio lento de un par�ametro en un
punto con trayectoria din�amica peri�odica estable� se genera una oscilaci�on estable
con un per��odo del doble de su precursor� La cascada de esas bifurcaciones es una
ruta com�un al caos�

� Perturbaciones� Par�ametros que cambian de valor en el sistema y no son contro�
lables�

� Polimerizaci�on v��a radicales libres� Mecanismo de reacci�on constituido por las eta�
pas de iniciaci�on� propagaci�on� transferencia de mon�omero� terminaci�on por despro�
porci�on y terminaci�on por apareamiento�

� Teor��a de singularidad� Teor��a que proporciona un marco te�orico para determinar
multiplicidades y los diagramas de bifurcaci�on locales del sistema bajo consideraci�on�

� Variables controladas� Variables que se controlan en un sistema� Puede ser uno o
todos los estados o salidas de la planta�

� Variables manipuladas� Par�ametros con los que se controla un sistema� Puede ser
una o varias de la entradas a la planta�
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