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Introduccion

Teoria de transporte

En la actualidad, la fundamentacion cinética que explica el comportamiento de gases mono-
componentes para sistemas eléctricamente cargados presenta problemas conceptuales. Por ejem-
plo, para obtener teéricamente expresiones clésicas tales como la Ley de Ohm para un sistema
monocomponente, se hace uso de la hipotesis de estado estacionario, es decir, la suposicion de
que la funcién de distribucion del gas no varia explicitamente respecto al tiempo. Este enfoque
es limitado debido a que se ignoran fenémenos fundamentales reales presentes en los gases, tales

como la propagacion de energia en forma de ondas.

A raiz del problema de la producién de energia limpia, el estudio de los plasmas resulta
de gran utilidad para entender su comportamiento y asi hacer factible el uso de estos para la
produccién de energia no contaminante. Actualmente se han invertido recursos para el estudio
y la generaciéon de energia nuclear por medio de la fusiéon controlada, sin embargo no se han
obtenido los resultados deseados. A pesar del avance tecnologico y cientifico que se ha tenido
durante el dltimo siglo, atin no se comprende del todo el comportamiento de los gases ionizados.
Se requiere de una gran inversion monetaria para poder realizar dichos experimentos, por lo

que es necesario fundamentar teéricamente los posibles resultados.

En este tipo de experimentos se miden cantidades macroscopicas tales como la presion y
la temperatura, sin embargo a nivel conceptual existen descripciones fenomenolégicas no sufi-
cientemente fundamentadas microscopicamente. Es importante mencionar que en experimentos
clasicos se ha observado la relacion entre los flujos y fuerzas termodinamicas [1, 2, 3|, en el caso
de los plasmas estas relaciones no se encuentran tedricamente bien fundamentadas en el marco

de la relatividad.



En este trabajo se usaran elementos de la teoria de la relatividad general para establecer,
por medio de un enfoque novedoso, las ecuaciones de evoluciéon de un gas ionizado en presencia
del campo electromagnético [4]. Las fuentes de los campos presentes curvan el espacio-tiempo,
determinando las trayectorias inmersas en dicho espacio. Desde esta perspectiva el concepto de
fuerza es un efecto de la curvatura del espacio-tiempo.

Como se menciona en el titulo de la tesis, se aborda el problema usando la teoria cinética
relativista [5]. Para un sistema monocomponente cargado se hace uso de la ecuacion de Boltz-
mann relativista junto con la funcién de distribucion de Jiittner, para establecer las ecuaciones
de conservacion en equilibrio local, a orden cero, y se obtiene la funciéon de distribucion a primer
orden en los gradientes espaciales. Encontrando asi las relaciones entre los flujos y fuerzas para

un gas ionizado en presencia del campo electromagnético.

Historia

Gunnar Nordstrom propuso la primera teoria conocida para unificar el electromagnetismo y
la teoria gravitatoria de Newton. Nordstrom uso el tensor de energia-momento en un espacio de
Minkowski de 5 dimensiones, dicha teoria presenta ciertos problemas debido a que unicamente
incluye la gravedad como un campo escalar dejando invariante el campo electromagnético.

Tiempo después del descubrimiento de la teoria de la relatividad general, Theodor Kaluza
descubri6 que el tensor de cinco dimensiones que curva el espacio-tiempo se puede moledar
con una métrica en cuatro dimensiones acoplada al potencial electromagnético y a un campo
escalar.

Kaluza envi6 su idea a Einstein y posteriormente él publicé un trabajo utilizando estas

ideas.

Metodologia

La estructura de trabajo de tesis es la siguiente:

En el capitulo 1, se muestra la fundamentacion cinética teérica para gases ionizados y su
incosistencia para la obtencion de la ley de Ohm. Para abordar dicho problema se usa la teoria

cinética, por lo que se hace un breve resumen de la obtencién de las ecuaciones de conservacion



en el marco de la relatividad general. En la parte final del capitulo se enuncian los elementos
teoricos de la teorfa de Kaluza que se utilizan como una herramienta ttil en el desarrollo del
trabajo.

En el capitulo 2, se establece la ecuacién de Boltzman en el formalismo pentadimensional
para obtener las ecuaciones de conservacion en el régimen de Euler. Una vez obtenidas dichas
ecuaciones y usando el método de Chapman-Enskog se obtiene la contribuciéon electromegnética
para la funcion de distribucion a primer orden en los gradientes.

En el capitulo 3, se usa la funciéon de distribuciéon a primer orden en los gradientes para
establecer la relacion de los flujos y fuerzas tales como el flujo de particulas y el flujo de calor
[6, 7]. En la parte final del capitulo el flujo de calor en el formalismo pentadimensional se utiliza
para establecer la produccion de entropia.

En el capitulo 4, se aborda la dindmica de una mezcla binaria relativista, donde se obtienen
el flujo de particulas y el tensor de impetu-energia en dos sistemas de referencia distintos
obtenidos fenomenolégicamente por Eckart [8] y Landau-Lifschitz [9], respectivamente.

Finalmente, en el capitulo 5 se hace una recapitulacion de los resultados presentados y el
uso de ellos para un posible trabajo futuro.

Se anexan ademas los cinco apéndices con el detalle de las operaciones algebraicas ttiles

para la obtencion de los resultados presentados.
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Capitulo 1

Elementos de Teoria Cinética

1.1. Ecuacién de Boltzmann y conduccién de corriente eléc-

trica

La ecuaciéon de Boltzmann es utilizada en la teoria de transporte para describir el com-
portamiento estadistico de un sistema fuera del equilibrio. En la teoria cinética esta ecuacién,
obtenida en 1872 por Ludwig Boltzmann, se usa para comprender la evolucion de magnitudes
fisicas macroscopicas tales como la energia interna, la densidad de impetu y el nimero de

particulas por unidad de volumen.
En este trabajo, se estableceran las ecuaciones de conservaciéon para un gas cargado simple
diluido en presencia de un campo eléctrico. Por lo que en primera instancia analizaremos la
ecuacion de evolucion para la funcién de distribuciéon de las moléculas de este fluido en el caso

no relativista, dicha ecuacion es llamada ecuaciéon de Boltzmann y se encuentra dada por
of 5. 9f 4

ot o Y

of ,

donde f = f(7,9,t) es la funcién de distribucién de las moléculas, 7 es el vector posicion,
v = 0(7,t) es la velocidad molecular, ¢ es el tiempo, ¢ es la carga de la molécula con masa
m, ¢ = ¢(7,t) es el potencial eléctrico y J(f, f’) es denominado el Kernel colisional [5, 10].
El lado izquierdo de la ecuacion (1.1) modela el cambio en la funcion de distribucion por el

arrastre de particulas, en un volumen d7dv del espacio fase y esto es igual al Kernel colisional.
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Este corresponde a la tasa de cambio de la funcién de distribuciéon debida a las colisiones o a

interacciones microscopicas, el cual se expresa como sigue:

1(8.0)= [ [ i 15 voands,, (12)

donde ¥ es la velocidad relativa dada por ¥ = |0/ — 0| = |0 — 71|, o es la seccion transversal de
la colision entre un par de particulas y §2 el angulo sélido correspondiente a la colision. Las

primas denotan las cantidades después de la colision.

Los observables fisicos vinculados con la ecuaciéon se obtienen por medio de la definiciéon de

promedio estadistico

w@h== [ v fa, (1.3

donde n =n(7,t) es el numero de particulas por unidad de volumen, ¢ = ¢ (9) es un invariante

colisional y dv es el elemento de volumen en el espacio de velocidades.

Usando la definicion (1.3) se define el flujo de carga con el invariante g, el cual se encuentra
dado por
J =nq(v). (1.4)

Para obtener la expresion del flujo de carga es necesario hacer uso de la funciéon de distribu-
cion f, dicha funcion es la solucion de la ecuacion (1.1). Resolver la ecuacion de Boltzmann
resulta ser complejo, por lo que conviene usar el método de Chapman-Enskog-Hilbert [5]. Este

método consiste en expresar la funcion de distribucién como una serie de la forma:

F=FfO 4 puf® 4 2@y (1.5)

donde f( es la funcién de distribucién en equilibrio local, f() es la funciéon a primer orden y
f® asegundo orden en los gradientes, que corresponden a los regimenes de Euler, Navier-Stokes
y Burnett, respectivamente. El término p es el parametro de Knudsen, el cual corresponde al
cociente entre el camino libre medio A y la longitud caracteristica del sistema L que contiene
al gas. En 1953, Bhatnagar, Gross y Krook (BGK) propusieron modelar el término integral de
colision (1.2) con una expresion simplificada la cual preserva algunas propiedades del Kernel

colisional y que tiene la forma [11]:
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, _ £(0)
sy~ (1.6

donde 7 es un tiempo de relajacion caracteristico. Para colisiones protén-electron el valor de 7 es
de aproximadamente 107" segundos, mientras que para colisiones de proton-proton o electron-
electron el valor aproximado es de 10713 segundos [12|. La ecuacion (1.6) es una representacion
de la razon de cambio de la funcién de distribucion con respecto al tiempo en su evolucion al

estado de equilibrio.

La funciéon de distribucién en el primer orden en los gradientes se obtiene al introducir las

expresiones (1.6) y (1.5) en la ecuacion (1.1), obteniendo:

2O 9FO® 4 9O
1) - _ . = A
/ T( a U TV ) (17)

Usando la hipotesis de que la funcion de distribucion es funcion de las variables (n, T, 1), el

término temporal de la ecuacion (1.7) se puede desarrollar como:

Of©  OfOon 9fOIT 9fO di
ot onm ot oT ot ou ot (1.8)

donde T es la temperatura y 4 = u(7,t) es la velocidad hidrodinamica dada por:

1
i = —[@f(o)dﬁ. (1.9)
n

Introduciendo la propuesta de BGK en la ecuacion de Boltzmann junto con la ecuacion anterior

se tiene:

07® on 9 IT 9 9
on Ot oT ot ou Ot
(0) (0) — £(0) (1)

B L TNl AU e (U ()

or m 0v T T

(1.10)

La funcion de distribuciéon que es solucion de la ecuacion de Boltzmann para un gas no

relativista de una sola componente en equilibrio local llamada funcién de distribucién Maxwell-
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Boltzmann y esté dada por:

3/2 = =\2
) _ m _m(v u)
NR = n(QWkBT) eXp( 2T ) (1.11)

donde kp = 1.3805 x 1072 J/K es la constante de Boltzmann. De acuerdo con el método de
Chapman-Enskog, la derivada temporal de la velocidad hidrodinadmica debe expresarse en tér-
minos de gradientes espaciales y fuerzas externas en el orden inmediato inferior en el parametro

de Knudsen [5], esto es:

o 1 q
— =——Vp+—Vo-1u-Vi. 1.12
ot p p m ¢$-a-Vi ( )

La presion esta dada por p = nkgT y la densidad esta dada por p = nm en el caso no relativista.
Notese que para obtener las contribuciones del campo eléctrico en el flujo de carga se tiene que

usar la funcion de distribucion f), es decir:

jznqﬂ+nq[f(1)@d@. (1.13)

De manera que para obtener la ley de Ohm se requiere conocer la contribuciéon del campo
eléctrico en el flujo de carga. Esta contribucion proviene al introducir la ecuacién (1.12) y el
término £ V¢ de la ecuacion (1.7) en la expresion de f(M). Realizando el dlgebra correspondiente
se obtiene

q af® ¢

2 — (0) L7 1.14
chb 5 kBTf Vo¢-é, (1.14)

donde ¢ es la velocidad caodtica, la relacion entre dicha velocidad con la velocidad molecular e

hidrodinamica se encuentra dada por

o
Il
ot
|

IS

0. (1.15)

Por otro lado, el otro término que contiene el campo eléctrico proveniente de la ecuacion (1.10),

sSe expresa Ccomo

af<0>.@_( m

ou Ot kgT
q - . mc -
g V0 e fOVp-e - O (i Vi) (1.16)



Sumando las ecuaciones (1.14), (1.16) y despreciando los términos que no contienen al campo
electroestatico, se tiene la expresion:

of® o qub of©

on ot m Y Top (k:T

fOv¢- ”——f“))vas c) (1.17)

Es importante observar en esta expresion que se cancelan mutuamente las contribuciones del
campo eléctrico para fO). Por lo tanto, de acuerdo al formalismo presentado, el flujo eléctrico
(1.4) no contendria al campo eléctrico y en consecuencia no es posible obtener la ley de Ohm
a partir de este formalismo cinético. En consecuencia, el desarrollo elegido en estre trabajo de
tesis para el calculo de la ley de Ohm entra en contradicciéon con el comportamiento de los

flujos de carga observados en el laboratorio.

1.1.1. Estado estacionario

En la seccién anterior, se mostrd que no es posible obtener la ley de Ohm usando tnicamente

el método de Chapman-Enskog junto con la aproximacion BGK en la ecuacién de Boltzmann.

Sin embargo si ademaés se hace uso de las hipotesis de estado estacionario, % =0 y se considera

que el sistema es uniforme de modo que ? = 0; es posible obtener la ley de Ohm [1, 2] como

se muestra a continuacion. Introduciendo dichas hipétesis en la ecuacion de Boltzman (1.1) se

tiene

(9f O

- (1.18)

_v¢
m

El flujo de carga eléctrica se encuentra dado por la ecuacion (1.4). Usando la definicién de
promedio estadistico, ecuacion (1.3), y el desarrollo de la funciéon de distribucion (1.5) en la

ecuacion (1.18) se obtiene la expresion para f(1) dada por:

f=- ( V- f) (1.19)

Introduciendo la relacion (1.15) y la definicion de la velocidad molecular en la expresion dada

para la densidad de corriente (1.4), se tiene

jznqa+qfa(f<°>+f<1>)da (1.20)
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Es importante observar que, por paridad, el primer término de la integral es cero, por lo que
la contribucion del campo eléctrico proviene del calculo de la integral con f(1). La expresion

para la densidad de corriente es

—

J =nqii+ oE, (1.21)

donde E = V¢ es el campo eléctrico y o = %ZT es llamada la conductividad eléctrica [13].

1.1.2. Modelo de Drude y Lorentz

Drude fue el primero en elaborar una hipoétesis de la conductividad eléctrica en materiales
metalicos, tiempo después Lorentz trabajo las implicaciones de las ideas proporcionadas por
Drude. El supuesto principal del modelo de Drude y Lorentz es que los electrones de valencia de
un metal se pueden considerar como un gas ideal de particulas libres. Usando herramientas de
mecanica estadistica, se modelan los electrones libres con la distribucion de Maxwell-Boltzmann
cuando los electrones estan en equilibrio térmico. Para un tiempo t = to + dt el promedio del

momento de los electrones se encuentra dado por:

(i (o + dt)) = (1 - @) (mi(te)) + qEdt), (1.22)

Td

donde 7, es el tiempo libre medio de los protones y electrones. Reescribiendo la ecuacion (1.22)

y tomando 0t — 0 se tiene la ecuacion diferencial resultante:

d, . (mit))
S mi(®) = g - L (1.23)

Comparando la ecuacion (1.23) con la ecuacion (1.12), obtenida en la seccion anterior, y de-

spreciando el término de presién se puede observar que % (md(t)) es un término de fuerza y

este es agregado artificialmente. Integrando la ecuacion diferencial anterior se tiene

(mi(t)) = qral (1 + e*%), (1.24)

por lo que el flujo de corriente, definido en la ecuacion (1.4), es

- 2 —
J = ("q Td)E, (1.25)
m
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obteniéndose asi, la bien conocida ley de Ohm. La construccion del modelo de Drude-Lorentz
hace referencia al promedio pero nunca especifica la definicion del mismo. Las ecuaciones (1.21
y 1.25) corresponden a la expresion del flujo de corriente usando estado estacionario o el modelo
de Drude y Lorentz, respectivamente. Como se puede observar ambas ecuaciones resultan ser
distintas, esto se debe a que Drude y Lorentz propusieron su propia ecuaciéon de movimiento

en lugar de hacer uso del balance de particulas para establecer el flujo de carga.

1.2. Ecuaciones de conservacion para sistemas simples rel-

ativistas

En esta seccion introduciremos brevemente el procedimiento para calcular las ecuaciones de
conservacion para un fluido simple relativista. La cuadrivelocidad molecular para un fluido
relativista se encuentra definida como

14
v)U
yoo| 1@ (1.26)

V()€

donde v* es el vector de velocidad molecular, ¢ es el valor de la velocidad de la luz ¢ = 3 x 108

m/sy ) es el factor de Lorentz dado por

1
V) = ——— (1.27)

1-— vl

c2

La funcion de distribuciéon usada para un fluido relativista monocomponente es la distribucion

de Jiittner en equilibrio [5, 14]:

0) n UﬁVB
= _ex , 1.28
RE 47TC?’Z]C2 (%) p ( 2 ( )

kgT
ch 9

donde z = KCn (%) es la funcion de Bessel modificada de segundo tipo de orden n y UP es

la velocidad hidrodinamica definida como:

Uﬁzfvﬁf@d*v, (1.29)
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donde el elemento de volumen en el espacio de velocidades es [15]

e, 5 CdPv

La ecuacion de Boltzmann en relatividad especial se encuentra dada por:

Vefa=J(ff). (1.31)

Multiplicando la ecuacion (1.31) por los invariantes colisionales ¢ = {1,mV*#} e integrando en

el espacio de velocidades se tiene la ecuacion de transporte:

[[ vwfd*v]u _ 0, (1.32)

)

Es importante mencionar que el operador (), representa la derivada covariante, esta notacion
se usard en todo el trabajo de tesis.

Para el invariante colisional 1) = 1, se obtiene la ecuacion de continuidad; para 1) = mV* se
obtiene el balance de impetu y finalmente para ¢ = mV* el balance de energia. El nimero de

particulas por unidad de volumen se encuentra dado por

n= [ FrndV. (1.33)

Para establecer las ecuaciones de transporte en el sistema de referencia de Eckart [8, 14] se

define el flujo de particulas paralelo a la velocidad hidrodinamica:

N*‘:fV“fd*V. (1.34)

De la misma forma, el tensor de impetu-energia se define como

T :me”V”fd*V (1.35)

18



Las ecuaciones de conservacién corresponden a las expresiones

Nt =0, (1.36)
™™ = 0. (1.37)

Reescribiendo la ecuacion (1.36) en términos de derivadas del tiempo propio, esto es n = Utn ,,

se obtiene la forma alternativa de la ecuacién de continuidad

n+nb=0, (1.38)

donde 6 = Ul,. Por otro lado para obtener la forma explicita del tensor de impetu-energia
en términos de las variables termodinamicas locales y los flujos correspondientes se evaltua
la integral (1.35) a primer orden en los gradientes. Este procedimiento involucra el uso de

velocidades caoticas, obteniéndose la expresion [16]

1 1
o = Sy e s g o Lynge, (1.39)
C C C

En la ecuaciéon anterior € es la energia interna, p es la presion local, 7# es el tensor de Navier,

g es el flujo de calor y h*¥ es el proyector espacial definido como

, (1.40)

donde n* es la métrica de Minkowski con una asignatura (+ + +-). Para obtener el balance de
impetu-energia se usa la ecuacion (1.37) junto con las expresiones (1.38) y (1.39), obteniéndose

la siguiente expresion:

ne  p\.,, ne p 5 5
(c_2+g)U +(c_2+§9)U +pht

1
Mt (q4U, + ¢"Uyyy + 0g, + Ulqy,,) =0. (1.41)

Ademés se cumple la relacion:
ne+ph =0 (1.42)
En esta seccidon se hizo una breve sintesis del procedimiento para establecer las ecuaciones
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de balance para un gas monocomponente a temperaturas altas. Es pertinente mencionar que
se ha utilizado el sistema de referencia de Eckart donde el flujo de calor aparece en la ecuacion

(1.39)]8].

1.3. Espacio-tiempo curvo

En el presente trabajo se considerara un gas diluido en un espacio-tiempo curvo, por lo que
son necesarios algunos conceptos de relatividad general que se manejaran durante el resto del
trabajo. La teoria de la relatividad general describe la relacion entre el espacio-tiempo. En la
dindmica relativista las particulas siguen una trayectoria geodésica, cuya ecuacion se encuentra
dada por [17]:

d?at dx? dx¥

T+ =
ds? L ds ds

(1.43)

El elemento de linea del espacio-tiempo se encuentra representado por ds y I';, corresponde al

simbolo de Christoffel definido como:

oxrr  0x° Oz

I‘gu = %gua (agold + agau agau) :

(1.44)
donde g es la métrica del espacio-tiempo. Dado que el gas se encuentra en un espacio-tiempo cur-
vo las derivadas contendran términos provenientes de la métrica, por lo que usando la ecuaciéon
(1.43) en la expresion de la derivada de la velocidad molecular se tiene

ove

a _ S P2
VBVB—VB[%/; +I5V ]—

ave
dTM

+ D5 VAVP =0, (1.45)
donde 7y, es el tiempo propio de Minkowski. En este trabajo, usaremos la ecuacion de Boltzmann
en relatividad especial, se encuentra dada por la ecuacion [5, 14]

of

a_~J By o _ /
Vet +VIVE = J(£1). (1.46)

Como se muestra en la ecuacion (1.45) el término de fuerza se anula, por lo que la ecuacion de

Boltzmann en relatividad especial se encuentra dada por [18]:
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o OF _ /
Vel = I (£F). (1.47)

En otras palabras, los efectos de campo estan incluidos en la curvatura del espacio y no es

necesario el término de aceleracion.

En la siguiente secciéon se muestra que los efectos de fuerza son una consecuencia de la

curvatura del espacio-tiempo.

1.4. Formalismo de Kaluza

Theodor Kaluza en 1921 incorpora una dimension espacial adicional para seguir con las
ideas de la relatividad, donde las fuerzas son una consecuencia de la presencia de campos, que a
su vez estan asociados con la curvatura del espacio-tiempo. Debido a que se trabajara en cinco
dimensiones, utilizaremos letras maytsculas que van del 1 al 5. En el formalismo de Kaluza se
introduce un término que contiene la carga eléctrica en la quinta componente en del campo de
velocidades, es decir:

-4
Vo= - (1.48)

167Geg

el valor de la constante de acoplamiento es & = >

, G es la constante gravitacional cuyo

2 . . . .
valor es de 6.674 x 10‘111222 y €0 es la constante dieléctrica cuyo valor en el vacio es de ﬁ =

8.85418 x 10-12L [13]. Kaluza impone la condicién cilindrica como:

0

Esta condicion mantiene invariante a la ecuaciéon de campo en el espacio de 4 dimensiones. La
métrica que se usa en este trabajo serd la métrica de Minkowski y el potencial electromagnético

A

4, considerado como una perturbacion, se anade en la quinta columna y quinto rengléon como

se muestra a continuacion:
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1 0 0 0 0A¢
0 1 0 0 0A
gas=| 0 0 1 0 6As¢ |, (1.50)

0 0 0o -1 %
\ GALE 6A¢ A5 %2¢ 1

donde 0 A, corresponde a una perturbacion del potencial electromagnético..

Debido a que se esta trabajando en un formalismo pentadimensional es necesario redefinir los

simbolos de Christoffel (1.44) incluyendo los términos correspondientes a la quinta dimension:

29

oxB  Oxl Oz4 (1.51)

v 1 uA(agLA 9B QQBL)
BL :

Usando esta definiciéon junto con la condicion cilindrica para distintos valores de A, B y L
existen varios términos que se anulan o son de segundo orden (consultar en el Apéndice A),
los cuales se despreciaran. Introduciendo la ecuacion de la trayectoria de las particulas en un
espacio-tiempo curvo (1.43), la simetria de los simbolos de Christoffel y el valor de V?, ecuacion
(1.48), se tiene

ave

2
e AN —E%FQ‘LVL. (1.52)

Observemos que existe una relacion entre el potencial electromagnético y el simbolo de Christof-

fel (I',):

2
Fé‘ = ——F’gﬁ (1.53)
£
donde F é‘ es el tensor de Faraday dado por
FHrv = Avk — ARV (1.54)

La ecuacion de campo de Einstein para el formalismo pentadimensional se encuentra dada por

Gun = 8Z4GTMN, en particular si M =p y N =5, esto es

95,, = HT5V = E,L;l/ = —,uOJ“. (155)
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Por lo tanto, las ecuaciones de campo de 4D corresponden a dos de las ecuaciones clasicas

de Maxwell con fuentes [19]:

v-E = L2 (1.56)
€0
. . 10E
B = i — ]_.
Vv x pod + =50 (1.57)
donde
-1
A = [A,Egb], (1.58)
E = -Vo¢, (1.59)
B = vxA (1.60)

Para las ecuaciones de Maxwell sin fuentes:

V-B = 0, (1.61)
. OB
VxE+8—t = 0, (1.62)
estas provienen de la relacion:
F;w,a + Fau,u + lea,,u =0. (163)

Observe que para M =5y N =5 se obtiene la ecuacion Gss = k7155, que corresponde a una
constante y finalmente para M =5y N = .

En el siguiente capitulo se usaran estos resultados para establecer las ecuaciones de conser-

vacion en el formalismo pentadimensional.
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Capitulo 2

Ecuaciones de conservacion en la

magnetohidrodinamica de Kaluza

Las ecuaciones de conservacion en la teorfa cinética se obtienen cuando se multiplica por
un invariante colisional la ecuacion de Boltzmann y se integra con respecto a la velocidad, esta
metodologia también se aplicara en el formalismo de Kaluza. En este capitulo se desarrollara
a detalle el procedimiento para obtener dichas ecuaciones y se analizarédn los efectos fisicos

obtenidos en el formalismo pentadimensional.

2.1. Ecuacion de Boltzmann en 5D

En el formalismo de Kaluza, la ecuacién de Boltzmann para un gas monocomponente eléc-
tricamente cargado se encuentra dada por

o Of

VAf 4+ VP ;ﬁW:J(ﬁf’)a (2.1)

donde f es la funcion de distribucion del gas, J(f, f') es el Kernel colisional y V4 es tensor de

velocidades de las particulas definido como

W(U)Ué
VA = C’}/(v) . (22)

=
3l
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En la seccion (1.3) se demostro que en la ecuacion de Boltzmann relativista (1.47) se cancela el
término de aceleracion, debido a que las particulas del gas se mueven sobre una linea geodési-
ca en un espacio-tiempo curvo. Usando la condicién cilindrica se puede observar que en este

formalismo sucede lo mismo, por lo anterior la ecuacion (2.1) se reduce a

VAfa=J(f ). (2.3)

En todo lo que resta del capitulo se trabajara con la ecuacion de Boltzmann (2.3).

2.2. Ecuacién de transporte de Enskog

Para el establecimiento de las ecuaciones de balance [10, 14, 20|, es suficiente con multiplicar

la ecuacion (2.3) por el invariante colisional ¢ = mV? e integrando
mVAVEf 4 =mVEI(f.f), (2.4)

Se puede observar que para B =5 se obtiene la ecuacion de conservacion de particulas, para
B =1,2,3 el balance de impetu y finalmente para B = 4 el balance de energia. Integrando
la ecuacién anterior respecto al tensor de velocidades. Al multiplicar el kernel colisional por el

invariante e ingrando en el espacio de velocidades se vuelve cero, por lo que se tiene la expresion

m f VAVEf L, d*V = 0. (2.5)

El elemento de volumen en el espacio de velocidades se encuentra dado por [21]
d*V =7 @k _ LAk = Amcdy [ d
V= V(k)CW = Tk) =ATCEAN Ty ~ Ld~y(ky, (2.6)

)%

donde el factor de Lorentz para la velocidad cadtica se encuentra dado por ) = (1 - kif‘

y la velocidad cadtica se espresa como

S(OLE
KA

1l

o
—~
o
-
~

=
3l
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Usando la ecuacion de la linea geodésica y la derivada covariante se reescribe la ecuacion (2.5)

quedando de la forma:
m ( [vave fd*V) -0, (2.8)
;A

El céalculo detallado se puede consultar en el apéndice B. Siguiendo la metodologia usual, se

define el tensor de energia-momento en el formalismo de Kaluza como:
TAB _ f VAVB fqV (2.9)
Las ecuaciones de conservaciéon corresponden a la expresion

TH4 =0. (2.10)

El lector puede observar que no se defini6 por separado el flujo de particulas N4, esto se
debe a que dicho flujo corresponde al elemento T%4 dividido por la carga como se muestra a

continuacion:

=T =Vom [ fvrarv =g [ fvrav - one. (2.11)

El flujo J# es denominado flujo de corriente [16], el cual se obtendra en el siguiente capitulo.
Para el establecimiento de las ecuaciones de balance se usara la funciéon de equilibro de Jiittner

[5, 14] la cual se encuentra dada por

f(O) = —¢ zc2 (212)

Si se evalta la expresion (2.9) con la distribucion en equilibrio (2.12) se obtiene el tensor de

impetu-energia en equilibrio (7'):

oan [ mURUY 4 phiv | map

T = p 5 Kl(l) (213)
n_UV n q9- z
: & ()

donde la energia interna ¢ es
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Ks (2)
K (2)

En el caso no-relativista se utiliza la ecuacion (1.15) para expresar la velocidad como la

£ =mc? (3z + ) : (2.14)

suma de dos componentes, dicha expresion es tutil para identificar si la contribucién proviene
del arrastre o si es estrictamente termodinamica. Siguiendo la misma idea, en el desarrollo del
trabajo se expresa el cuadrivector de velocidades como la suma de una componente paralela
a la velocidad hidrodinamica U* y una componente ortogonal a la velocidad caodtica KV [16],

como sigue:

Vi = LOKY =AU + hiV? = yUb + REK”, (2.15)

donde Ry = ho L3 y L& es la transformacion de Lorentz, corresponde a la ecuacion (E.1) esta
expresada en el apéndice E. Esta equivalencia fue identificada fenomenolégicamente por Eckart
y posteriormente utilizada por Garcia-Perciante usando teoria cinética [22]. En el apéndice E

se puede verificar a detalle la relacion (2.15).

2.3. Ecuaciones de conservacion en el régimen de Euler

Para el establecimiento de las ecuaciones en el régimen de Euler, se usa la funcién de
distribucion de Jiittner en equilibrio (2.12) y la ecuacion (2.10). El balance de particulas en el

formalismo pentadimensional permanece idéntico al obtenido en el caso relativista, se evalua

NI = [ [ fm)V“d*V] ~0, (2.16)

S
teniendo asi
Utn, +nU =0, (2.17)
Usando la expresion para la derivada total se obtiene la ecuacién de conservacion de particulas
[14]
n+nfd=0. (2.18)

Para obtener la ecuacion de Euler en su version tetradimensional se usa A =1,2,3,4 en la
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ecuacion (2.10), y desarrollando la derivada covariante se tiene

(5« &) vrvs (5 + B) v+ pht + b 0, (2.19)
c c ' c c ' ’

multiplicando los términos y agrupando adecuadamente la ecuaciéon junto con la ecuaciéon de

continuidad en el segundo término se obtiene

pUY + h¥%p, = —20% T (2.20)

Observe que el balance de particulas y el balance de impetu permanecen iguales al caso re-
lativista. Mientras que la ecuaciéon de Euler tiene una contribucién del campo electromagnético,

la cual proviene del hecho de que el fluido se encuentra en un espacio-tiempo curvo [6].

pU" + h¥°p o = ngFY U (2.21)
donde p se encuentra dado por
_ (ne p
p=(6—2+g). (2.22)

La ecuacion (2.21) se utilizara en la siguiente seccion para la deduccion de la contribucion
electromagnética de orden uno en los gradientes a f(1). En este procedimiento se utilizaran la

hipotesis de equilibrio local y el método de Chapman-Enskog.

2.4. Ecuaciones de balance en el régimen de Navier-Stokes

Para obtener las ecuaciones de balance en el régimen de Navier-Stokes se debe usar la
relacion (2.10) siguiendo la metodologia mostrada anteriormente, pero evaluando el tensor
energia-momentum con f(). Es de interés en este trabajo obtener las contribuciones electro-

magnéticas a los flujos de particulas y de calor.
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2.4.1. Funcioén de distribuciéon a primer orden en los gradientes

Haciendo uso del método Chapman-Enskog-Hilbert para la funcion de distribucion de Jiit-
tner (2.12) y la aproximacion del kernel colisional (1.6) en la ecuacién de Boltzmann para el

formalismo pentadimensional se tiene

of©

(1) A £(0) A
/ T\ f +V VA

(2.23)
Para el primer término se usa la hipotesis funcional para la funciéon de distribuciéon en el
formalismo de Kaluza, es decir:
OfO  9fO gn  9f® 9T  HfO

dz® ~ on 8xa+ oT aa;aJr OUB U (2.24)

El lector puede recordar que en la teoria Kaluza se utiliza la condicion cilindrica 625 = 0. Usando
el hecho de que V4 =0, la expresion para (1 es
Of® gn 9O oT  Of©
@)= —rye U’ 2.25
/ ( on 0z AT dzo  OUP (225)

La contribucion electromagnética proviene del tltimo término de la ecuacion (2.25). Intro-

duciendo la definicion de la derivada covariante se desarrolla el Giltimo término obteniéndose

) oUB m
Us = " _yoy r? Ul) O - —_yoy, (U8 + 17 .U5) £O 2.26
aUﬁ et ]fBT B ( axa + al ) f ]{?BT B ( ,Q + ab )f ( )

Para determinar la contribucion electromagnética se usara la descomposicion de Eckart (2.15).
Usando el hecho de que la derivada total es U# = ULU® e introduciendo la ecuacion de Euler

(2.21) en (2.26) se tiene

]@%f(o)RuKHVUB = f(O)R“KuV (nqU, FP1 = hPp,) (2.27)

Finalmente hemos obtenido la expresion de la contribucion electromagnética para la funcion

de distribuciéon a primer orden en los gradientes
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1) q nm
f[(EM] = —T’Y]{:B—T 7RgKuUnFﬁnf(o) (228)

Para obtener las ecuaciones de conservacion en el régimen de Navier-Stokes basta con introducir
la expresion para f() en el tensor (2.10). Es de nuestro interés encontrar las contribuciones
electromagnéticas en los flujos por lo que en el siguiente capitulo se estableceran el flujo de

particulas y el flujo de calor.
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Capitulo 3

Flujos y fuerzas termodinamicas

En el presente capitulo se obtendran las contribuciones electromagnéticas al flujo de calor y
al flujo de particulas en el formalismo pentadimensional, dichos flujos hacen uso de la funciéon de

distribucion a primer orden en los gradientes, ecuacion (2.28) obtenida en el capitulo anterior.

3.1. Flujo de particulas

El flujo de particulas en el formalismo pentadimensional se encuentra definido en la ecuacion
(2.11). Haciendo uso del método de Chapman-Enskog-Hilbert para la distribucion de Jiittner y
la aproximacion del kernel colisional en dicha ecuacién, se puede observar que la contribuciéon

asociada a f(9 es cero, por lo tanto
J = nq[ VO, (3.1)

La contribucion electromagnética de la densidad de corriente es:

T anV” FgandV. (3.2)

Usando la expresion de la velocidad molecular ecuacion (2.15), y el hecho de que d*V = d*K se

tiene
12 q nm v [e% >(-
e = T —RER{UF 6[%”1& JOd K (3.3)
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Ks(2)

donde p = nmgG (%) [14], el término G (%) se define como el cociente OR Fo8 corresponde

al tensor de Faraday. Evaluando la expresion (3.3) se obtiene finalmente

J e M ey pad 3.4
[EM]__TW 3rzUa (3.4)

La ecuacion anterior corresponde a la contribucion electromagnética de la densidad de co-

rriente. En el caso electroestatico esta tltima expresion se reduce a

ng?
Tpany = —T—=0", (3.5)

que corresponde a la ley de Ohm, donde o = %‘f y ¢ al potencial electroestatico. El formalismo
pentadimensional ha permitido obtener la ley de Ohm haciendo uso de la teoria cinética, sin

suponer estado estacionario en la ecuaciéon de Boltzmann.

3.2. Flujo de calor

La contribucion electromagnética para el flujo de calor se encuentra dado por [16]:

T gy = m? [ (v~ DAV d*V. (3.6)

Sustituyendo la ecuacion (2.28) en la ecuacion (3.6) y evaluando en el sistema comovil, es

decir si nos posicionamos sobre el gas en movimiento, la expresion anterior se reduce a

v qg nm y .
Taman = =Tme* = REU F [k fOd K. (3.7)
Evaluando la ecuacion (3.7) se obtiene
v 2 1 anmpAPV
Jig.pa = —Tngme” {5z -1+ oM (l) Uy F"RERY. (3.8)

Para simplificar la expresion anterior, se define

B = tnkpc? {5z—1+%}. (3.9)

G(3)

34



Al reescribir la ecuacion (3.8) con B, evaluar para valores pequenos de z y comparando con el

caso electroestéatico se obtiene la siguiente relacion que resultaré 1til en analisis posteriores:

¢ _ M oy
Jom =B F (3.10)

2 T . . .
donde B ~ %"kff , se puede observar que se obtiene la relacion Wiedemann-Franz [13, 23|:

B _5KAT

= . 3.11

3.3. Produccion de entropia

Para el calculo de la produccion de entropia es necesario primero utilizar la definiciéon del

cuadriflujo de entropia S*, el cual se encuentra dado por
SH = —kp f VEF (I f)d*V. (3.12)

Un célculo directo muestra que la ecuaciéon de balance para el cuadriflujo de entropia corres-

ponde a

S =0 (3.13)

Y

donde o es la producciéon de entropia dada por

ou= ks [ J(FF) (0 ). (3.14)

Usando el método de Chapman-Enskog y las propiedades de los logaritmos para el término In f

se tiene

Inf=Inf©+In(1+¢) (3.15)
Sustituyendo la relacion anterior en la ecuacion (3.14) y separando las integrales se tiene:

as=—kB[J(ff’)lnf(O)d*V—kB[J(ff’)ln(1+¢)d*v (3.16)

Dado que la produccién de entropia en equilibrio es cero nos concentraremos en el calculo del
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segundo término del lado derecho de la ecuacion anterior. Usando la relacion In (1 + ¢) ~ ¢ se

tiene

cxkp [ () edV (3.17)

Haciendo uso la version pentadimensional de la ecuacion de Boltzmann (2.3), la produccion de

entropia adquiere la forma

0.2~k f VAS 4od”V (3.18)

Usando la hipotesis funcional para el término VAf 4 y observando que la derivada de la
velocidad hidrodinamica debe de ser una derivada covariante porque el gas se encuentra en un

espacio-tiempo curvo, se tiene

A a(9f of f s
VAfA=VA (Gt ZRTa+ 5 UL ). (3.19)

Los dos primeros términos de la ecuaciéon anterior ya se han trabajado. En el ultimo término
aparecen las contribuciones electromagnéticas por la derivada covariante, por lo que basta con

desarrollar el término:

VA(;UJ,;UB) = TV“VB(U5+F§5U5) (3.20)

Usando la descomposicion de Eckart (2.15) para Vavﬁ w5, tenemos finalmente el valor

EM] B
Por lo tanto
nm
Osm) 2 —kpTe sz RAU, 77 f (YK f©) pd*V. (3.22)

Tomando tnicamente la integral de la ecuacion (3.22), esta se puede expresar como:

qnm

g5 FAULE f ek fOd K. (3.23)
B

[ 1K Osav -

Es pertinente observar que la contribucion electromagnética de la produccion de entropia esta
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relacionada con el flujo de calor:

Tqupany = e g 5 REU, F [ Rk fOd K. (3.24)

Finalmente, la relacion entre la produccion de entropia y el flujo de calor es:

q nmRuU Fﬁ']y JH[QvEM] )

ol 7 2 (3.25)

Os[EM] = —kpT——;

En dicha expresion se puede observar que la produccién de entropia contiene el campo eléc-
tromagnético y el flujo de calor. Al estudiar el caso no relativista, se puede observar que en
el formalismo pentadimensional la contribuciéon de la produccion de entropia para el sistema
simple es distinta de cero. En cambio en el formalismo 4D, se puede observar que la produccion
de entropia se cancela cuando z — 0 si se compara con la ecuacion (23) del trabajo [18].

De lo anterior, se concluye que el formalismo pentadimensional presenta ventajas concep-

tuales con respecto a su contraparte tetradimensional en un espacio de Minkowski.
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Capitulo 4

Establecimiento de flujos en mezclas
binarias inertes en presencia del campo

eléctrico

Es de sumo interés el estudio de mezclas binarias debido a que en la naturaleza cominmente se
pueden encontrar fluidos que contienen electrones y protones. Este tipo de sistemas son usados
en distintos procesos fisicos tales como reactores de fusion, confinamiento de plasmas, creacion

de energia limpia, entre otros.

En este capitulo se obtendrén el flujo de particulas y el tensor de energia-impetu desde dos
sistemas de referencia distintos, sistema de referencia de Eckart y de Landau, se trabajaran
con los indices del 1 al 4 debido a que las contribuciones de la quinta dimensién se obtuvieron
en los capitulos pasados. La definicion de la velocidad baricéntrica asi como la del promedio

estadistico son cruciales para visualizar las diferencias de ambos sistemas de referencia.

Para introducir al lector se detallara el calculo de la velocidad baricéntrica en el caso no rela-
tivista, después se procedera a establecer la velocidad baricéntrica en dos diferentes sistemas

de referencia para el caso relativista.
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4.1. Caso no relativista

La ecuacion de Boltzmann para el sistema binario en presencia del campo electromagnético

para el caso no relativista se encuentra dada por

o0 e f .\ anE 9fw
ot @ 0F(i) m;) (%@

=2 I fy), i=12. (4.1)

donde E es el campo eléctrico, U¢;) es el vector de velocidades, 7(;) es la posicion, f;) es la
funcion de distribucion, g es la carga y f((z.o)) es la funcion de distribucion en equilibrio para
la especie (7). Para establecer las ecuaciones de balance, el lado derecho de la ecuacion de
Boltzmann se modelaré con la aproximacion de BGK para expresar el kernel colisional J(f;fi)

11|. Multiplicando la ecuaciéon (4.1) por el invariante colisional m;) e integrando, se obtiene
P p () g

0 . . -
T ( f me.f (z’)dv(i)) +V- ( f LIOUION (i)dv(n) =0. (4.2)

La definicion de promedio estadistico por especie en el caso no relativista se encuentra dada

por

1
(Vo) = o f CONOLLO} (4.3)

donde n(; es el nimero de particulas por especie, definido como

ne) = [ feiydtgy.- (4.4)

La velocidad hidrodindmica por especie se encuentra dada por el promedio de la velocidad

molecular

R R 1 R R
g = {0p) = — f EOMGLLOE (4.5)
T (3)
A diferencia del sistema simple, la velocidad molecular se expresa como la suma de la velocidad
cadtica C(;) v la velocidad baricéntrica @. Hasta el momento no se ha dado una expresion para

la velocidad baricéntrica, primero se estableceran las ecuaciones de movimiento para poder

establecer una definiciéon de % . Para un sistema multicomponente, la velocidad molecular por
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especie en el sistema no relativista se encuentra dado por:
ﬁ(i) = E(i) + . (46)

Usando la definicion de promedio (4.3) e introduciendo la expresion (4.6) en la ecuacion (4.2)

se tiene

0 . _ -
57 (manaio) + V- (mane (Eo) + manoa) = 0. (4.7)

Es conveniente definir el flujo difusivo de la especie (i) esta dada por
Ty = niyma) () - (4.8)

Se multiplica la ecuacion (4.7) por la carga q(;y, obteniéndose la densidad de corriente asociada

a la velocidad caodtica

iz s\ (O DY g
T = nwma (€w) = maoae f o) (f(z-) +if iy )d%)- (4.9)

Los términos distintos a cero de la densidad de corriente se dan a primer orden en los gra-
dientes de la funciéon de distribucion, en el capitulo 3 se obtuvo dicha funcién para un sistema
monocomponente. Es pertinente recordar que la funcién de distribucion para mezclas binarias

se encuentra dada por

2
mey my (D) - @)
TN =) ( - ) exp [— : (4.10)

27T]€BT 2kaT

A continuacién se presenta la generalizacion para el sistema binario.

(0) (0) = 5 (0)
0| g, o B % | (.11
@) ot @) 87*(,-) M(i) 817(,')
Usando la hipotesis funcional para la funciéon de distribuciéon por especie se tiene:
o1y (018 ongy 018 o1y 1) o 12)
= + + —. .
ot 8n(i) ot 8T(,~) ot ou Ot
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Para identificar los términos que contienen los efectos de campo basta con calcular

(0) . = (0)
1) B of, i) a_u + 9 8f i)

‘ N . ' 4.13
fipa =T ou Ot myy Oy Y

Siguiendo la metodologia usual se utiliza la ecuacion de Euler para la obtencion de f[(lle M
dicha ecuacion es distinta a la obtenida en el sistema monocomponente (2.21). El hecho de
que la ecuacién de Euler en el sistema monocomponente y binario sean distintas es debido a la

definiciéon de la velocidad baricéntrica. La ecuacidon de Euler en el sistema binario es:

oi . .
(nayma) +neme) [5 U VU] =-Vp+(nayq +n@)e) E (4.14)
Introduciendo la ecuacion (4.14) en la expresion para f[(;;; a S€ tiene
maoé o nroarnee ] GE (mid\ o)
£ :-T[ U [ E|-2=. £ 4.15
[, EM)] ]{JBT (@) (1)1 (1) + n(2)1M(2) m; ]{JBT 0) ( )

Se observa que si se supone cuasineutralidad (n¢) ~ n()) en una mezcla de protones y

electrones (q; = —q2) se tiene que

M) = @) T (O (4.16)

70 oMol

La ecuacion anterior es similiar a la expresion obtenida para un sistema monocomponente en

estado estacionario (1.19) y que conduce a la ley de Ohm.

4.1.1. Velocidad baricéntrica

Para el calculo del balance de particulas de la mezcla, se toma la suma de la ecuacion (4.7)

para ambas especies, obteniendo asi

0 ) o
5 (Mm@ +neyme) ) + - [(r@yma) + neme) @] = =v - (Jo + /o) (4.17)

donde j(i) es el flujo difusivo definido en la ecuacion (4.8), posteriormente se vera que el lado

derecho es cero usando la definicion de la velocidad baricéntrica. Para obtener el balance de
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impetu, se multiplica la ecuacion (4.1) por el invariante colisional m;)¥;y, esto es:

) ) ) o ) .
@(mm f U(z’)f<i>dv<z’))+v'(m<i) f U(z)%)f(i)d?f(i))=—"z’Q<i)E- (4.18)

Usando la definicion de promedio estadistico (4.3) y tomando la suma para ambas especies

se tiene:

0 R .
BN [m<1)n<1> (Um) Tme2)n(2) (?f@))] +

V- [muyna) (0)m) + mene (feie)] =-(roa +neae) B (4.19)

A diferencia del sistema simple, el promedio de la velocidad cadtica por especie no es cero

debido a que

(¢oy) = (8y) = (@) = tigsy - @ (4.20)

Por otro lado, para obtener la expresion de la velocidad hidrodindmica 4 se introduce la relacion

(4.6) en el término correspondiente a la divergencia de la ecuacion (4.19) obteniendo:

V- [mayna (Eém) + meyne) (Eée)
+2i (mynqy (¢ay) + meyne) (¢@)) (4.21)

+t (mayna)y + meyne)] = 0.

Si se desea que los términos cruzados de la ecuacion (4.21) sean cero es necesario que se satisfaga

la relacion

myne (éy) + mene) (E@) =0, (4.22)
usando la expresion (4.20) en la relacion anterior se tiene:

maynyiia + meynie)te) - i (mana) +menae)) = 0. (4.23)

Resolviendo la ecuacion (4.23) para 1, la expresion de la velocidad baricéntrica para el caso no

relativista es:
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m)n(1) (1) + M(2)N2)U(2)
mana) +mene)

U=

(4.24)

Realizando las sustituciones correspondientes en la ecuacion (4.19) y definiendo p = myngy +

my2)n(2) se obtiene el balance de impetu para mezclas binarias en el caso no relativista.

o . .
a (pﬁ) +V- (T + pﬁﬁ) =K (n(l)ql + n(g)q2) s (425)

donde T = mM(1)T(1) <E(1)E(1)>+m(2)n(2) (5(2)5(2)> es el tensor de esfuerzos usual. En esta seccion se
ha obtenido la velocidad baricéntrica para un sistema binario diluido no relativista en presencia
del campo eléctrico en 4D. En la siguiente seccion, se trabajara en dos sistemas de referencia

distintos usando la teoria magnetohidrodinamica de Kaluza.

4.2. Caso relativista

La ecuacion de Boltzmann relativista para la especie (i) en el formalismo pentadimensional de

Kaluza se encuentra dada por:

Visfoa=27(fofw). i=12 (4.26)
J

donde f(;) es la funcion de distribucién para la especie (i) y J ( o) f(i)) es el kernel colisional.
En equilibrio local, la contraparte relativista de la ecuacion (4.10) se encuentra dada por la

distribuccién de Jittner

) _ (i) (@) 4.97
RE() ~ o 1 eXp(_zi ) (4.27)
4dre Z(,)]CQ (Z(i) ) (1)

Para establecer las ecuaciones de balance se multiplica la ecuacion (4.26) por los invariantes col-
isionales {m(i),m(i)V(‘;‘)} para después integrar por ambos lados de la ecuacion. En relatividad,

el flujo de particulas se encuentra dado por:

NGy =ma) f Vio feyd Vi, (4.28)
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y el tensor de energia-momento en un espacio de 5 dimensiones se define como:

T(?f:m(i)[‘/}%‘/(gf(i)d*‘/(i). (4.29)

En particular, para obtener el flujo de particulas se reemplazan los indices A=5y B = en la

ecuacion (4.29) obteniéndose ast:
Ty = ET0h = EVPmy) f fVEd™Vay = aw) f foVid Vi = am NG (4.30)

Para establecer el balance de particulas por especie corresponde a N, E);)'a = 0. Las ecuaciones de
balance de energia e impetu se encuentran contenidas en la ecuacion
AB _ AB AB  _
T =Tqy s+ 155 =0. (4.31)
Asi como en el caso no relativista donde la velocidad molecular se expresa como la suma de la
velocidad caotica y baricéntrica ecuacion (4.6), en esta seccion se expresa la velocidad molecular

en términos de una componente paralela a la velocidad baricéntrica U# y una componente

perpendicular K Z‘) de la especie (7):

Vﬂ

U= LEKS) =y U" + REKG, (4.32)

(1) (i)

donde L} es la transformacién de Lorentz, K¢ es el cuadrivelocidad cadtica, vk ;) es el factor
de Lorentz asociado a la velociadad caotica y RE es el producto de la matriz de Lorentz y el
proyector espacial i + +U,U? expresada en la ecuacion (46) y (47) de la referencia [16]. La
forma especifica de dicha descomposicion se analizara cuidadosamente en el apéndice E. En las
siguientes secciones se mostraré la expresion para la velocidad baricétrica con los dos diferentes

sistemas de referencia.

4.2.1. Marco de referencia de Eckart

En la literatura es comun definir desde un principio la velocidad baricéntrica desde el sistema
de referencia de Eckart para después construir las ecuaciones de la hidrodindmica para mezclas.

Se obtendra la definicion de la velocidad baricéntrica usando la metodologia que se vio para el
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caso no relativista. El balance de particulas para una mezcla binaria para el caso relativista se

encuentra dada por:

Ny = m(l)N(ul);u * m@)Né);u =0, (4.33)
donde
m(l)N(“l) + m(2)N(u2) =m() / f(l)V(‘f)d*V@) +Mmy2) f f(2)V(g)d*V(2). (4.34)

Introduciendo la descomposicion de la velocidad (4.32) en la ecuacion (4.34) se tiene:

Né =ma) f f(l) (v(m)Ué + RgK(al)) d*K(l) + my(2) f f(g) (’Y(k,g)Ue + RgK?Q)) d*K@). (4.35)

Por notacion, es conveniente definir el promedio estadistico en el sistema de referencia de Eckart

como

1 ‘
(V) o = o f Yo fod Vi, (1) pa, = 1 (4.36)

donde
n = [ Vi fOd V. (4.37)

De manera similar al caso no relativista, son diferentes las expresiones para la velocidad bari-

céntrica U y la velocidad molecular por especie, la cual se encuentra definida como

vty = (Vi) (4.38)

Introduciendo la notaciéon de promedio estadistico se reescribe la ecuacion (4.35)

NH = [JH (n(l)m(l) + n(g)M(g)) + R [m(l)n(l) (K?b) +M(2)N(2) (K?Z)> (4.39)

Eck Eck] '

En el sistema de referencia de Eckart, el flujo de particulas se expresa en términos de la velocidad

baricéntrica, por lo que se debe satisfacer la siguiente ecuaciéon

m1)1(1) <K(al)>Eck +mi2)n(2) (K(Oé)>Eck =0. (4.40)
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De la expresion para la velocidad molecular (4.32), se obtiene la velocidad cadtica para la

especie (i) en términos de la velocidad baricéntrica y la velocidad molecular

Ky = i U” + RV (4.41)

Introduciendo la ecuacion (4.41) en la expresion (4.40) se obtiene la relacion

=U* (mayna) (Ve ) o, * @ 1@ (102)) po) (4.42)

R (maynay (Vi) ., + mene (Vi) ) =0 (4.43)

por lo que la expresion para la velocidad baricéntrica desde el punto de referencia de Eckart se

encuentra dado por

Ry (m<1>"<1>U<”1) +m<2)”<2>U(”2>) R (ma)n(l)Uﬁ) +m<2>n<2>Ué))

Ube = (4.44)

mM(1)N(1) <7(U,1))Eck +M(2)N(2) (7(1},2))Eck mayny +m2)n(2)

La ecuacion (4.44) corresponde a la version anéloga de la ecuacion (4.25) para el sistema de
referencia de Eckart. Para establecer el tensor de energia-impetu se parte de la ecuacion (4.31)

usando los valores en los indices A = u y B = v, obteniendo:
™ =my [ ViV fayd Vi +mo [ Vi Vil d Ve (4.45)

Introduciendo la expresion (4.32) en la ecuacion (4.45) se tiene

v =uryr (mu)[%zx,l)f(l)d*K(l)+m<2>fV?K,z>f<2>d*K<2>) (4.46)
14 « B « B
+ RERS (moyney (K3 Ky )+ mene (K Ky ,.)
v B * B8 *
+ UM R (mu)f%K,l)K(l)f(l)d K(l)+m<2>f7<K,2)K(2)f<2)d K<2))

+URG (mm[7<K71>K?1>f(1>d*f<<1>+m<2)[7<K72>K?2>f(2>d*f<<2>)-

Se usa la expresion (4.40) para simplificar la expresion del tensor de energia-impetu y evaluando
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las integrales se obtiene
. 1 1
™= pUru” + " + ZU"q" + U ", (4.47)
c c

donde

p=may [ Fenfod Ko +me [ HalodKe (4.48)

es la densidad de masa-energia,

= RERG (meynay (Key Gy )+ meane (K Kg) ) (4.49)

es el tensor de esfuerzo y

q" =R, (m(l) [ W(K,l)K(al)f(l)d*K(l) +Mmy2) [ 7(K,2)K(a2)f(2)d*K(2)) (4-50)

es el flujo de calor. Las propiedades de la ecuacion de calor y las implicaciones de esta expresion
se discuten en la ref. [24].

En la siguiente seccién se revisara y analizara el sistema de referencia de Landau-Lifshitz.

4.2.2. Marco de referencia de Landau-Lifshitz

Para obtener la expresion de la velocidad baricéntrica en el sistema de referencia de Landau-

Lifshitz se parte de la componente espacial T*¢

T = may [ fyVEVid Vo +me [ JaVEVed Ve (4.51)

Introduciendo la descomposicion de Eckart (4.32) en la ecuacion (4.51) se tiene

™ =UtUt (m<1>fV?K,nf(l)d*Ku)me(z)fV?K,z>f<2>d*K<2>) (4.52)
o B * o B *
+ RoR (m<1>[K<1)K<1>f(1>d K<1>+m<2>[K<2)K(2>f(2>d K<2>)
+U"Rj, m(l)ﬂ(l)fV(m)Kﬁ)f(l)d*K(l) +m(z)ﬂ(z)[%kﬂ)f(fmf(z)d*f((z))

+U'R, (ma)n(l)fm,l)K(“l)f(l)d*K(l) +m<2)”<2>f%k@)K(‘E)f(z)d*K(z))-
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Es conveniente por notacion introducir la definicion de promedio estadistico en el sistema de

referencia de Landau-Lifshitz

a 1 a *
<w(i)>[££] = % fV(K,i)?ﬂ(,-)f(i)d Viiys (4.53)

donde la velocidad hidrodinamica por especie (i) se encuentra dada por

a 1 a *
Uy = <V(z')>[m] = % f Vi)l fayd V.- (4.54)

Usando la definicion de promedio estadistico en la ecuacion (4.52) se tiene

ke Ry (m(1>fv?m)fu)d*K(l)+m(2>f7(2m)f(2>d*f<<2>)
(m(l)[K(l)K(l)f(l)d K(1>+m(2>fK<z>K<2)f<2>d K(2>)
+UMR, (m“)n(l) (1)>[z:£] TIEnE) <K<2)>[££])

+U'RE (m(1)n(1) (K(al)>[ﬁﬁ] T M2)n(2) <K?2)>[££]) :

+ RkRZ

Si deseamos que los términos cruzados sean cero, se debe satisfacer la siguiente relacion:

+ m(2)T(2) (K(gz)> =0. (455)

meynay (K e

[£L]

Introduciendo la expresion para la velocidad cadtica (4.41) en la relacion (4.55), se tiene la

expresion para la velocidad baricéntrica en el sistema de referencia de Landau, dado por

R (Uﬁ)m<1>”<1> " U@)m@)n@))

Ugp = - —. (4.56)
may [ Ve fayd Ky +me) [ Vo ford Ke)
donde la energia interna por especie es:
2 2 K Z(l')
£(i) = M()¢ f Mafod Ko =noma | 320+ -7y (1)) (4.57)
2\ =)

Se puede observar que la velocidad baricéntrica no se obtiente usando el flujo de particulas
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como sucede en el sistema de referencia de Eckart.
Por otro lado, para establecer el flujo de particulas en el sistema de referencia de Landau,
partiremos de la ecuacion (4.34) e introduciendo la definicion de promedio estadistico (4.53) se

tiene

Nﬁ) + N(uz) = (n(l)m(l) + n(g)m@)) U* + J(ul) + Jé), (4,58)
donde el flujo difusivo por especie se encuentra dado por
J(ui) :m(i)RZ[’V(K,i)Ka)f(i)d*K(i)- (459)

Se ha obtenido la expresion para la velocidad baricéntrica, el flujo de particulas y el tensor
de energia-impetu para el sistema de referencia de Landau.

En la tabla 4.2 se muestra un cuadro comparativo entre el sistema de referencia de Eckart
y de Landau-Lifshitz. Como se puede observar, la definicién del promedio estadistico en ambos
sistemas difiere tinicamente por valor de v(x ;), en consecuencia el cuadriflujo de particulas y
el tensor de energia-impetu tienen ciertas diferencias. Para el sistema de referencia de Eckart
[22], el cual es usado comunmente, el cuadriflujo de particulas esta posicionado en la velocidad

baricéntrica y el tensor de energia-impetu contiene el flujo de calor.
Por otro lado, para el sistema de referencia de Landau-Lifshitz el tensor de energia no

contiene el calor, el cuadriflujo de particulas contiene un flujo difusivo y la velocidad baricéntrica

involucra términos que contiene la energia interna del sistema.
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Sistemas de

referencia

FEckart

Landau

Promedio estadistico

<K?Z)>[Eck n(4) [ K(Z)f( )d K( )

(rz,)

) [u:

fWKz)K(z)f(z)d 0!

Velocidad baricéntrica

Ut - Ry (nu)m(l)Uﬁ) + n<2>m<2>U(“2>)

M) + 1(2)M(2)

Ufm -

R (nymayUlsy + nayme) Uly)

% (nyea) +n@)Ew)

Tensor de energia im-
petu

1 1
T = pUPUY +ph + U q"+—U" ¢
C C

Cuadriflujo de

particulas

N# = (naymqy +neymy) U

N* = (naymqy +n@yme) Ul

o
+J +J(2)

Cuadro 4.2: Tabla comparativa de los sistemas de referencia relativistas: Eckart y Landau-

Lifshitz
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Capitulo 5

Reflexiones finales

En el presente trabajo se estudio el problema de un gas monocomponente cargado en presen-
cia del campo electromagnético usando elementos de la teoria de Kaluza [25] y de la teoria
cinética [6, 26, 7|. Dicho interés surge de la definicion del flujo de corriente y de la relacion
del flujo con el potencial electromagnético debido a que en la literatura se supone estado
estacionario para establecer la relacion entre flujos y fuerzas termodinamicas |1, 13, 23]. En
particular, para el caso de un sistema simple no relativista se recupera la ley de Ohm. Sin
embargo, el suponer estado estacionario en la ecuacion de Boltzmann implica que no se observen
efectos ondulatorios en la dinamica del gas. Esto conlleva a que la velocidad de propagacion de

las ondas sea infinita, teniendo asi problemas de causalidad.

En este trabajo de tesis se present6 una forma novedosa de atacar el problema suponiendo
que el espacio-tiempo es curvo, lo que conlleva a que las fuerzas electromagnéticas son una
consecuencia de la curvatura del espacio causada por cargas eléctricas. El potencial electro-
magnético A se introduce como una quinta dimensién en el tensor métrico y la carga eléctrica
q aparece en la quinta dimension del espacio de velocidades. Al introducir dicha dimensién se

demuestra que se recuperan las ecuaciones de Maxwell y la ecuacién de movimiento [27].

En el caso no relativista, la velocidad molecular se expresa como la suma de la velocidad
hidrodinamica y la velocidad cadtica. Para el caso relativista, existe una descomposiciéon similar
al caso no relativista, donde la velocidad molecular V# se representa como la suma de una
componente paralela y perpendicular a U#. Dicha descomposiciéon fue propuesta inicialmente

por Eckart [8] y fue empleada de manera expicita en términos de la velocidad caotica por
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Struchtrup y por Garcia-Perciante [16, 22]. Adicionalmente en el apéndice se demuestra que

esta expresion es equivalente a usar la transformacion de Lorentz en la velocidad cadtica K*.

Siguiendo la metodologia usual para el establecimiento de las ecuaciones de transporte en
la teorfa cinética, se obtuvieron las ecuaciones de balance en el régimen de Euler. En dicho
régimen la ecuaciéon de movimiento presenta una contribucion del campo electromagnético y
las ecuaciones restantes (balance de particulas y balance de impetu) no se ven afectadas por
el formalismo pentadimensional. La ecuacién de evolucion de la velocidad hidrodindmica es
primordial para el establecimiento de la funcién de distribucion a primer orden en los gradientes.
En equilibrio local, el valor del flujo de calor es cero y los efectos disipativos del flujo de
particulas también son cero; sin embargo a primer orden dichos flujos no se cancelan. A partir del
calculo de la funcién de distribucion a primer orden en los gradientes se obtuvo la contribucion
electromagnética para el flujo de calor y el flujo de particulas relacionando dichos flujos con
sus respectivas fuerzas termodinamicas. Se estableci6 el limite no relativista recuperando la ley
de Ohm [13] para el flujo de particulas y junto con el flujo de calor se obtuvo la relacion de

Wiedemann-Franz [23].

Finalmente, usando la teoria cinética se analizaron los sistemas de referencia de Eckart y
Landau-Lifshitz para una mezcla binaria en el formalismo de Kaluza. La diferencia entre ambos
sistemas se basa en la definicion de la velocidad del centro de masas y el promedio estadistico.
En el marco de referencia de Landau-Lifshitz, se observo que el flujo de calor no aparece en el
tensor de energia-impetu, sin embargo aparece un flujo difusivo en el cuadriflujo de velocidades.
En contraste con el marco de referencia de Eckart, donde el flujo de particulas no contiene flujos

disipativos y el tensor de energia-impetu contiene el flujo de calor [14].

Este trabajo de tesis proporciona nuevos enfoques para atacar problemas teérios de interés
en la teoria de transporte tales como establecer las ecuaciones de balance en el sistema de
referencia de Landau-Lifshitz para mezclas, asi como identificar los efectos disipativos y realizar
un analisis en la produccion de entropia. Una vez obtenidas estas relaciones se comparara con el
sistema de referencia de Eckart. Por otra parte, se requiere el anélisis de la ecuacion G* = gTH

en los dos sistemas no incerciales.

Este trabajo teérico es un primer paso para comprender la dindmica de los plasmas en

confinamiento a través el enfoque geométrico de la teorfa general de relatividad. Estos experi-
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mentos son de gran interés debido a que se busca producir energias limpias. En los experimentos
numéricos realizados para el confinamiento de los plasmas se estudian las inestabilidades y las
fluctuaciones de los plasmas [28]. En el enfoque geométrico las fluctuaciones de los campos
corresponden a las fluctuaciones de la métrica [29]. Esto sugiere la posibilidad de exportar las
ideas de la relatividad general y de la geometria del espacio-tiempo en los problemas referentes

al confinamiento de plasmas diluidos a altas temperaturas.
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Apéndices
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Apéndice A
Simbolos de Christoftel

La ecuacion de movimiento

i+ Ty aPal =0 (A1)

Los simbolos de Christoffel para la métrica (1.50) usada en este trabajo se encuentran dados
por la ecuacion (1.51). Debido a la estructura de la métrica, hay varios simbolos de Christoffel

que son cero. A continuacion se enlista todos estos términos:

FsBzriu:FI;z:FIgE):Ov Fiezri4:F35:F§5:O> Fzzzfi4zfi5zfg4:F§5:O, (A-Q)

donde los indices mintsculas latinos (a,k,¢) van del 1 al 3, los griegos (p) van del 1 al 4 y
las letras maytsculas (B) del 1 al 5. Los términos de Christoffel distintos de cero se enlistan a
continuacion:

£

F{Zs = FI§4 = ng = F§5 = Fie = F?4 = _2_0' (A-B)

Finalmente, los términos de segundo orden en el potencial electromagnético se desprecian en

este trabajo, los cuales corresponden a:

rs, =T} &0 09 (A.4)

U 902 oyt
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Apéndice B

Ecuaciones de conservacion

Para el establecimiento de las ecuaciones de conservacion se parte de la ecuacion de Boltz-

mann para un gas monocomponente en el formalismo pentadimensional

VAfA=T(f). (B.1)

Se multiplica la ecuacién anterior por el invariante colisional mV 4 por ambos lados de la

ecuacion e integrando se tiene

n%/hVAVBjAdW/:O. (B.2)
Usando las propiedades de la derivada se puede expresar que el término VAV B f 4 proviene de:
(VAVBfLA:VAVBﬁA+(VAVBlAf (B.3)

Introduciendo la expresion (B.3) en la ecuacion (B.2) se tiene
m [ VAVELdV =m [ (VAVER) @V -m [ (vAvE) (B.4)

Desarrollando la derivada covariante del segundo término del lado derecho de la ecuacion an-
terior y usando la expresion para la derivada total:
(VAVE) = VAVE + VAVE =VAVE + V5 (B.5)
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Usando la ecuacion de la trayectoria geodésica (1.43) del espacio tiempo curvo se tiene:

Va=T4,. V" (B.6)

Por lo tanto, la ecuacion (B.2) queda de la forma

m f vAYB f,Ad*vzm( f vAYB fd*V). (B.7)

A

62



Apéndice C

Notacién para constantes y magnitudes

fisicas

Simbolo Significado
No Relativista
r vector de posicién
v vector de velocidad molecular
f=f(70,t) funcion de distribucion
¢=0o(7,1) potencial eléctrico
J ( i f ') Kernel colisional
n densidad de particulas
J flujo de carga o corriente
I pardmetro de Knudsen
T tiempo de relajacion caracteristico
q carga
T temperatura
u=u(rt) velocidad hidrodinamica
f funcion de distribucion en equilibrio
f funcioén de distribucién a primer orden en los gradientes
INR funciéon de distribucion Maxwell-Boltzmann
P presion
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kg constante de Boltzmann
c velocidad caotica
m masa
E campo eléctrico
o conductividad eléctrica
Relativista
Ve cuadriflujo de la velocidad molecular
Y(w) factor de Lorentz
c velocidad de la luz
frRE funcion de distribucion de JAEttner
Us velocidad hidrodinamica
K (%) funcion de Bessel modificada de segundo tipo de orden n
NH cuadriflujo de particulas
T tensor de impetu-energia
T tensor de Navier
qt flujo de calor
hrv proyector espacial
nH métrica de Minkowski
€ energia interna
| simbolo de Christoffel de segunda especie
ghv métrica del espacio-tiempo
T™ tiempo propio de Minkowski
& constante de acoplamiento
G constante gravitacional
€0 constante dieléctrica
Ay potencial electromagnético
Fy tensor de Faraday
B campo magnético
LS transformacién de Lorentz
KV velocidad cadtica
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f[(é)M] contribucion electromagnética de f(1)
J[”E A contribucion electromagnética de la densisdad de corriente
G(1) cociente K3(1/z)/K2(1/z)
ot potencial electroestatico
J[”Q FM] contribucion electromagnética del flujo de calor
ur velocidad hidrodinamica
St cuadriflujo de entropia
O producciéon de entropia
Mezclas binarias
[](i) notacion para indicar que es para la especie (7)
U vector de la velocidad baricéntrica
(10 vector de la velocidad hidrodinamica
j(i) flujo difusivo por especie
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Apéndice D

Integrales ttiles para el calculo de
funciones termodinamicas de fluidos

relativistas

Tabla de integrales ttiles para el célculo de fluidos relativistas

W

2
T2kT

ER
/ "\omkr) €

[Ef(o)dé=0
- ) 1
[t e - )

1 V4

() 9 1/2 y 1

f Y(y?=1) ey = 2K | S

1 z
- . 1 1
f 72 (72—1)1/2675d’7=Z’K1 (—)+322’C2(—)
1 < z

foo73 (v*- 1)1/2 e =dy = 2Ky (1) +32%K3 (1)
1 z 2
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[ 2 (1) ok (1) 1 (1)
1 < o &

[0075 (72 - 1)1/2 e zdy = 2K, (%) +152°K, (1)
1

z
Kokkok Ak
© 2 3/2 _a 2 1
/ (7 —1) e zdy=32"Kq | -
1 z
*© 9 3/2 _a 9 1
[ 7(7 —1) e =dy=32Ks|—
1 z
oo ~ 1 1
f 72(72—1)3/26_2d7:3z2lC2(—)+15Z3IC3(—)
1 z z
3 (a2 1) -2 2 (1 3 (1
f 7(7 —1) e zdy=32Ks|— | +152° Ky [ -
1 z z
oo ~ 1 1 1
[ 74(72—1)3/26?dW:12Z3IC3(—)+322IC4(—)+105Z4/C4(—)
1 z z z
Fokr kKRR K

o 1
f (v -1)" e 2y =152, (_)
1 z
o 9 512 _o 3 1
[ 7(7 —1) e zdy =152y ~
1
f y (7 —1) e zdy=152"K3 | = | + 1052 K4 | —
1 z z

foo P (72 -1)" ety = 152K, (%) £ 1052 (%)
1
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(D.9)

(D.10)

(D.11)

(D.12)

(D.13)

(D.14)

(D.15)

(D.16)

(D.17)



f (7 - 1)5/2 e 2 dy = 902K, (%) +152°KC5 (1) +9452°K5 (1) (D.18)
1 2 2
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Apéndice E

Expresion de la velocidad molecular en
términos de la velocidad caodtica por
medio de la descomposicion de Eckart

Garcia-Perciante

En este apéndice se demostrara la igualdad de la expresion (2.15) introducida inicialmente
por los autores A. L. Garcia-Perciante, A. Sandoval-Villalbazo y L. Garcia-Colin Scherer en
[16, 30]. Para ello se usara la transformacion de Lorentz, dicha transformacion es usada en

relatividad especial.

Para pasar a un sistema inercial de referencia S’, con coordenadas X' = (2/,y’, 2/, ct') que se
mueve con una cuadrivelociad relativa U* = v, [Uy, Uy, U., c] respecto del sistema inercial de
referencia S con coordenadas X = (x,y, z,ct), las coordendas en ambos sistemas de referencia

se encuentran relacionadas por las expresiones:

Ut Ut Ut -5
1” _ X ’ y/ _ ) : Z’ _ z ’ t/ _ —02’ (E1>
U2 U2 U2 U2
-z -z -z -z

Las relaciones (E.1) se pueden expresar como la transformacion X'# = £ X, donde L es

denominada la matriz de Lorentz, dada por:
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’ 1 Uz 1 UsUy 1 UsUs  Us

x l+o5F e Go» & =

U.U U2 u,Uu. U,

y/ 1 2y 1+ 1 T} 1 y2 Yy

_ (v-1) ¢ (v-1) ¢ (v-1) ¢ c

/ 1 U,U, 1 UyUz 1 U_z2 &

z G0 e oo e ltegme -
! UL Uy Uz

ct ) = - = Y

/

z

ct/

(E.2)

donde v es llamado el factor de Lorentz. Sea V# la cuadrivelocidad molecular y K* el cuadrivec-

tor de la velocidad cadtica cuyas coordenadas son [Kx,Ky,KZ,v(k)c] se cumple la siguiente

igualdad.

Vi = LK, = v UP + WELYE,.

Reescribiendo la expresion (E.3) de manera matricial se tiene

U2 K, UzUy Ky U.U: Ky
V(k)Ux ) 2 Ty & T Oy &
U Uuly K, . Uy Ky | UU- K.
v g | YO ] Ty T e T @

- L= ;
UsUs Ko | UyU: Ky U, K.
’}/(k)Ux (1+7) c2 + (1+7) c2 + (1+7) c2

K‘LU‘L KUUU KzUz

V)Y€ c T Tt
=y U" + RELY K,

Expresando de manera matricial el proyector espacial (1.40) se tiene

hes =

Uz
L+
UyUs
c2
U.Us
c2
Uz
C

UeUz U
c2 c
U,U. VU,
c? c

U2
1+=% 2
c c
U= 1 _ 72

ISEN S

(e}

(E.4)

(E.6)

La demostracion de la igualdad se hara unicamente para la componente temporal (u =4),

el proceso es similar para las componentes espaciales (u = 1,2,3). Por lo tanto, la componente
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temporal de la cuadrivelocidad se encuentra dada por
V= U+ hiLOKY
=y U+ hiLLKY + hyL2KY + h3LoKY + hiLi K"
x U z
= U+ (L)« PO (2R« T (LK) + (1) (LK)
Uy
= U+ =L [(14)]

O 2y T () 4 (1-7) (£2)

Aplicando la transformacion de Lorentz para la expresion anterior se tiene

KU, [ U2 VU2 Uz
V4= Uz y z 1- 2 1 € E.7
c _02(’y+1)+02(7+1)+( )+ T2e+n)|" (.7)
KyUy— ’YU2 7U2 ) U; 2
x z _ 1 [ A— E
c _02(7+1)+c2(7+1)+( )+ Taq+n)|” (E.8)
K.U. [ ~U?2 VUy2 2 Uz ]
c _02(7+1)+02(7+1)+( )+ T2qn)|” (E.9)
0 [12 4 U2+ U2 - 2] (©.10)

Para simplificar los términos (E.7,E.8, E.9) es suficiente con simplifcar sélo uno de ellos, ya

U+U+U

4 y 3292 =~2 -1 se tiene

que el proceso es equivalente. Usando la relacion 52 =

Uy VU2
1_
02(7+1)+02(7+1)+( 7) i 02(7+1

U? U;
IT+vy|1-7v+ T+
fy( 7 A(y+1) A(v+1) 02(7+1

1+7(1 7+

o)
)
1+7(1 7+ )
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Adicionalmente, para el término (E.10)
U2+ Uj + U2+ -2 = (—02 + 0272) +c? -2y =0 (E.11)

Por lo tanto, se cumple la expresion

KU, KJU. KU,
+ + =

V4 = ’y(k)U4 +
c c C

1 U* + hiLOK” (E.12)
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